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PROLOGO DE LOS EDITORES 


El Centro Estudiantes de Ingeniería «La Línea Recta», podemos 
decirlo con orgullo, tiene y ha tenido una larga y reconocida labor 
gremial. Mucho se ha hecho en otras épocas en ese sentido y especial- 
mente en el campo de las publicaciones. Y no hablamos aquí de apun- 
tes o de la publicación de pequeñas prácticas, hablamos de obras serias 
y de jerarquía, como son la edición de libros que se han vendido y se 
siguen vendiendo en muchos países de habla hispana, 


La persecución política que sufriera nuestro Centro, paralizó por 
varios años toda labor de envergadura. Durante esos años no se pudo . 
hacer mucho. Se siguió adelante, a veces como se pudo, aunque debe- 
mos reconocer que lo poco hecho en este período, reviste quizás mucho 
más valor que lo mucho que se hace ahora. 


Es que, una vez vuelta la normalidad, hemos tratado en todas for- 
mas de recuperar el tiempo perdido. Improba y larga ha sido esta 
tarea. Hoy se ve coronada con un éxito: esta publicación. Una publi- 
cación que quiere ser, más que nada, un ejemplo de lo que puede ha- 
cerse en un clima de trabajo y estudio fecundo, donde la mente y el 
espíritu pueden actuar tranquila y serenamente. Pero la edición de 
« Teoría de Ecuaciones» para nosotros no quiere ser solo la corona- 
ción de un esfuerzo sino un punto de partida para una labor más 
amplia y más efectiva. Quisiéramos seguir publicando obras, como 
esta, que vayan llenando poco a poco todos los vacios que existen en 
la bibliografía de haba hispana sobre las materias de nuestra carrera. 
Cuando eso sea realidad, aún en pequeña parte, habremos realizado 
entonces uno de nuestros viejos sueños. 


Y viene el momento de agradecer a todos los que de una u otra 
forma han colaborado con nosotros. Estas palabras finales quieren ser 
para ellos un sentido agradecimiento. 


Queremos recordar especialmente en estas líneas a los traductores, 
el agr. J. C. Maquieira y el ing. Varela, quienes nos han seguido en 
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todo instante, no sólo con el consejo eficaz sino con el trabajo per- 
sonal de revisión de las varias correcciones de pruebas. Ellos tienen 
la mayor parte del mérito. 


Unas palabras también para la McGraw Hill que nos ha cedido el per- 
miso para esta traducción. 


Y finalmente no podemos dejar de mencionar a los compañeros que 
han estado a cargo de ta Comisión de Publicaciones desde el año 1955 
a la fecha, Slemenson, Galtier, Vilas, Peral, Sehifini, Estanga y Segre, 
y a nuestro ex administrador, D. J. Canton, y al actual, J. F. Pre- 
gliasco, así como a todas las «manos anónimas» que han hecho de 
esto una realidad. 


COMISION DIRECTIVA 
Octubre de 1958. 


PROLOGO DEL AUTOR 


Este libro fué escrito para ser usado.como texto en los cursos dedi- 
cados a la teoría de ecuaciones de las universidades y colegios americanos. 
Por ello es de carácter elemental y, con pocas excepciones, sólo contiene 
el material que ordinariamente se incluye en textos de esta índole. Pero 
su presentación se ha hecho tan explícita que el libro puede ser estudiado 
por los alumnos sin la ayuda del profesor. 

Cada tema que se trata en el texto se presenta totalmente desarrollado 
y no se hace referencia a resultados que se encuentren por sobre el alcance 
de este libro. Por ello es que, aun cuando contiene, en general, los mismos 
temas que otros textos de uso corriente, los sobrepasa en tamaño. Unos 
pocos tópicos que pueden omitirse sin perjuicio se encuentran señalados 
con estrellitas negras. Numerosos problemas se agregan al final de cada 
sección principal. En su mayoría son simples ejercicios; pero los que 
encierran mayores dificultades están señalados con asteriscos. 

En cuatro capítulos la exposición difiere de la usual. En el de números 
complejos, la exposición superficial tan común en muchos libros fué 
reemplazada por un simple pero completo tratamiento de la teoría de 
los números complejos. La experiencia del autor lé indica que los estu- 
diantes, casi sin excepción, siguen esta presentación sin dificultad. 

En el capítulo sobre separación de raíces el autor expone un método 
muy eficiente para separar raíces reales, muy superior en la práctica 
al que se basa en el teorema de Sturm. Cree el autor que ningún otro 
libro menciona este método, que él halló hace mucho tiempo y que ha 
enseñado a sus alumnos durante varios años. 

En el capítulo sobre cálculo numérico de raíces, el método de Horner 
está presentado en su forma original, incluyendo el proceso de con- 
tracción, que lamentablemente ha desaparecido de los textos ameri- 
canos. Además se hace un estudio completo del error causado por 
la contracción. 

Los determinantes se introducen, no por medio de la definición formal 
como es usual, sino por sus propiedades características, siguiendo a 
Weierstrass. La ventaja es evidente, por ejemplo, en la demostración 
del teorema de multiplicación de determinantes. También se desarrollan 
en ese capítulo algunas nociones elementales sobre el álgebra de las 
matrices. 
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Algunos puntos, debido a su dificultad intrínseca, han sido agrupados 
en apéndices. El apéndice I trata sobre el teorema fundamental del 
Algebra. El autor eligió como demostración más intuitiva, y por lo 
tanto más asequible para los principiantes, la cuarta demostración dada 
por Gauss. 

El apéndice II da lą demostración de un teorema de Vincent, en el 
que se basa el método de separación de raíces antes mencionado. 

Los apéndices III y IV fueron agregados por sugerencia del profesor 
S. P. Timoshenko, por ser de interés para los estudiantes de ingeniería. 
El apéndice III está dedicado a un criterio simple para que una ecuación 
tenga todas sus raíces con parte real negativa. El apéndice IV trata la 
solución por iteración de la ecuación de frecuencia. 

El apéndice V da una explicación del método de Graeffe para calcular 
raíces y es de particular interés en el cálculo de las raíces imaginarias 
de una ecuación. 

J. V. UsPENSKY 


Universidad de Stanford, California 
Diciembre de 1946 


La explicación del autor al editor sobre los propósitos de este libro ha 
sido colocada como prefacio porque llena ios requisitos para serlo y 
expresa su pensamiento. 

Nuestro agradecimiənto a Max A. Heaslet, del Comité Consultivo 
Nacional para la Aeronáutica, y a Carl Douglas Olds, del Colegio del 
Estado de San José, por la ayuda que espontáneamente ofrecieron y 
prestaron en la edición y corrección de pruebas de este texto de su antiguo 
profesor. Asumieron esta responsabilidad, que normalmente recàe sobre 
el autor, mientras desarrollaban pesadas tareas propias, ya que el falle- 
cimiento del autor ocurrió inmediatamente después de la entrega del 
manuscrito a los editores. 

L. Z. U. 


Mayo de 1948. 
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CAPITULO I 


NUMEROS COMPLEJOS 


1. ¿Qué son los números complejos? — Las letras empleadas ordi- 
nariamente en los cursos elementales de álgebra representan números 
reales, es decir: enteros y fraccionarios —positivos y negativos —, inclu- 
yendo el cero, que son los llamados números racionales; y números irra- 
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cionales tales como y2, y3, etc. Sólo ocasionalmente, relacionándolos 
con la solución de ecuaciones cuadráticas, se mencionan los números 
imaginarios o complejos. Por ejemplo, al aplicar la fórmula general 
para hallar las raíces de una ecuación cuadrática, a la ecuación 


2+2+3=0, 


se dice a los estudiantes que admite las raíces 


A ca 


2 i 2 


donde el símbolo 4—11 es una cantidad imaginaria puesto que los 
números negativos no pueden tener raíces cuadradas reales. A los estu- 
diantes se les enseña cómo realizar operaciones con estos números ima- 
ginarios por un procedimiento puramente formal; pero no se da ninguna 
explicación adecuada de los fundamentos de estas operaciones con 
símbolos que, por sí solos, no tienen ningún significado. Probablemente 
este procedimiento se justifica, por cuanto a la edad en que los estudiantes 
se encuentran por primera vez con estos números <« imaginarios », no 
han desarrollado aún una suficiente facultad de abstracción como para 
entender lo que realmente están tratando, y sólo puede esperarse que 
adquieran una cierta destreza en las manipulaciones formales. Pero 
cuando llega el momento de emprender estudios más serios de la parte 
del álgebra que se llama teoría de ecuaciones, se hace necesario volver 
a hablar de los números imaginarios o complejos para establecer una 
base sólida sobre la que descansen los desarrollos subsiguientes. 

En lo que sigue, las letras a,b,c, ..., etc., (con la única excepción 
de la letra ¿, que será usada con un significado especial) servirán para 
designar números reales. Un par ordenado de números reales 


(a;b) 
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de los cuales a es la primera componente y b es la segunda componente, 
será considerado como una nueva entidad o un nuevo objeto de inves- 
tigación matemática y de aquí en adelante lo denominaremos número 
complejo. Para poder hacer objeto de investigaciones matemáticas a 
pares ordenados de números o números complejos, debemos extender 
a ellos la noción de igualdad y definir asimismo el significado de las 
cuatro operaciones fundamentales que pueden realizarse con ellos: 

adición 

sustracción 

multiplicación 

división. 

2. Definición de Igualdad. — Dos números complejos (a; b) y (c; d) 

son iguales únicamente si a = c y b = d. Los números complejos que 


no satisfacen esta condición de igualdad se llaman desiguales. Para. 
indicar la igualdad se utiliza el signo ordinario =. Así, la igualdad 


(a; b) = (c; d) 
significa 
a=c;b=d. 
De acuerdo a esta definición 
(2; VIZ) = (1/2 N7 +4V3 + 1/1 N7— 43 ; 2V3) 
puesto que 
2 =!/, N7T+4V3 + 1/3 N7T-4V3 (¿por qué?) 


VIZ = 2 43. 


Por el contrario, los números complejos (1; — 1) y (— 1; 1) son des- 
iguales, y esto se indica escribiendo 


(1; —1) * (— 1; 1). 


3. Definiciones de Adición y Multiplicación. — De las cuatro 
operaciones fundamentales, la adición y la multiplicación se Haman 
< operaciones directas » y por medio de ellas se definen las « operaciones. 
inversas >»: sustracción y división. Para la adición y multiplicación de los 
números complejos se adoptan las siguientes definiciones: 


Definición de Adición. — La suma de dos números complejos (a; b) 
y (c;d) es el número complejo (a +c;b + d) obtenido sumando, res- 
pectivamente, las primeras y las segundas componentes de los dos 
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pares dados. Para indicar la adición se usa el signo ordinario de suma, 
de modo que el contenido de esta definición puede expresarse conve- 
nientemente así: 


(a; bd) + (c;d) = (a + c;b +d). 


Por ejemplo: 
(1; — 1) + (2; 1) = (3; 0), 


(0; 1) + (1; 0) = (1; 2), 
(3; 2) + (— 3; — 2) = (0; 0). 


Definición de multiplicación. — El producto de dos números complejos 
(a; b) y (c;d) es el número complejo (ac — bd; ad + bc). La multipli- 
cación se indica colocando el signo . o X entre los factores: a veces, cuando 
no existe peligro de confusiones, puede omitirse el signo de multipli- 
cación. El contenido de la definición puede expresarse convenientemente 
escribiendo 

(a; b). (c; d) = (ac — bd; ad + bc) 
o 


(a; b) (c; d) = (ac — bd; ad + bc). 


De acuerdo con la definición tenemos, por ejemplo: 
(2; 3). (1; 2) = (— 4; 7), 
(1; — 1).(1; 1) = (2; 0), 
(0; 1). (0; 1) = (— 1; 0). 


4. Leyes Fundamentales de la Adición y Multiplicación. — 
Mientras que la definición adoptada para la adición de los números 
complejos es aceptada inmediatamente como natural por los estudiantes, 
éstos se quedan perplejos por el carácter aparentemente artificioso de 
la definición de multiplicación y siempre preguntan las razones por 
las que se la adopta. Puesto que los números complejos son pares orde- 
nados de nuevos objetos para los que las nociones de igualdad, adición 
y multiplicación no están definidas inicialmente, es privilegio nuestro 
definir estas nociones como nos plazca, esforzándonos solamente por 
hacerlo de modo tal que todas las propiedades fundamentales de las 
operaciones algebraicas con números reales conserven su validez para 
los números complejos, y que, además, los números complejos sujetos a 
tales propiedades puedan reemplazar a los números «imaginarios >» 
hasta ahora sin sentido. Las propiedades fundamentales de la adición 
y multiplicación de los números reales son Jas siguientes: 


l.a+b=b+a. Propiedad conmutativa de la adición. 
2. (a +b) +c =a + (b+c). Propiedad asociativa de la adición. 
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3. ab = ba. Propiedad conmutativa de la multiplicación. 
4. (ab)c = a (bc). Propiedad asociativa de la multiplicación. 
5. (a + b)c = ac + be. Propiedad distributiva. 


Es fácil verificar que estas propiedades conservan su validez para los 
números complejos, con las definiciones de igualdad, adición y multi- 
plicación adoptadas. 

Esta verificación inmediata se deja a cargo del estudiante. 


5. Sustracción y División. — Una vez definida la igualdad, la 
adición y la multiplicación, podemos definir la sustracción y la división 
en la misma forma que para los números reales. Restar b de a significa 
encontrar un número z tal que 


b+x=a. 
Tal número —diferencia entre a y b— es único. La misma definición 
puede extenderse a los números complejos. 
Definición de sustracción. — Restar el número complejo (c; d) de (a; b) 
significa hallar un número complejo (z; y), tal que 
(c; d) + (z; y) = (a; b). 
Puesto que, por definición de adición, es: 
(c;d) + (z; y) = (c + z;d +y), 
las incógnitas x e y deben ser determinadas por las ecuaciones: 
c+z=a ; d+y=b 
que admiten la única solución 
z=a=c ; y=b—d. 
Por lo tanto, la diferencia de (a;b) y (c;d) es un número complejo, 
unívocamente determinado: 
(a; b) — (c; d) = (a — c; b —d). 
En particular, tenemos que: 
(a; b) — (a; b) = (0; 0) 
o sea: 


(a; b) + (0; 0) = (a; b) 


de modo que el número complejo (0; 0) representa el mismo papel que 
el O para los números reales. 
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Para definir la división de números complejos podemos también ba- 
sarnos en la definición de división de números reales. Dividir a por un 
número real b distinto de cero, significa hallar un número z tal que: 


bx =a. 
Por analogía resulta la: 
Definición de división. — Dividir el número complejo (a; b) por (c; d) 
distinto de (0; 0) significa hallar un número complejo (z; y) tal que: 


(c; d) (x; y) = (a; b). 
Puesto que: 
(c; d) (z; y) = (cx — dy; dz + cy) 


las incógnitas x e y deberán hallarse resolviendo el sistema de ecuaciones 


cx — dy =a ; dz + cy =b. 


Eliminando primero y y luego z obtenemos: 
(2 +2 
(ce? + d?) y 
Por hipótesis c y d no se anulan simultáneamente, y, en consecuencia, 


c+ d > 0. Por lo tanto x e y tienen valores perfectamente determi- 
nados: 


ac + bd 
bc — ad. 


_ac+bd _ be—ad 


aa AEP 
que, como puede comprobarse por simple sustitución, satisfacen el sis- 
tema dado. En consecuencia la división por (c;d) ye (0; 0) nos da un 
cociente perfectamente determinado que, conservando la notación usual, 
será: 
be — 
(a; b) : (c; d) = E ; a) 
c+ q e+e 
o bien 
(a;b) _ E +bd _ bc—ad ) 
(c; d) ete’ e+e) 
6. Números complejos en forma binómica. — Todo número com- 


plejo puede ser escrito en cierta forma llamada binómica. En primer 


lugar: 
(a; b) = (a; p) + (0; b). 


Utilizando la regla de la multiplicación, se comprueba que: 
(0; 5) = (b; 0) (0; 1) 
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y por lo tanto: 
(a;b) = (a; 0) + (b; 0) (0; 1), 


que significa q. un número complejo puede expresarse mediante nú- 
meros complejos especiales del tipo (a; 0), con el segundo elemento 0 
y un número complejo particular (0; 1) que de aquí en adelante designa- 
remos con la letra z, inicial de la palabra imaginario. Cuando se aplican 
las operaciones fundamentales a números complejos del tipo (a; 0) 
se obtienen los siguientes resultados: 


(a; 0) + (6; 0) = (a + b;0), 


(a; 0) — (b; 0) = (a — b; 0), 
(a; 0) . (b;0) = (ab; 0), 
50) : (050) =(2;0), 
(a; 0) : (b;0) E o) 


de donde puede extraerse la notable conclusión siguiente: Si a los números 
complejos con segunda componente 0, se los somete a las operaciones 
de adición, sustracción, multiplicación y división (operaciones llamadas 
racionales), cualquiera sea la cantidad de veces que se repita cada ope- 
ración, el complejo resultante tendrá también su segunda componente 0, 
mientras que la primera componente resultará de realizar las operaciones 
indicadas con las primeras componentes de los complejos dados. Esto 
significa que los números complejos con la segunda componente 0 se 
comportan, con respecto a las operaciones racionales, exactamente como 
sus primeras componentes, que son números reales. Operando únicamente 
con tales números complejos, podemos identificarlos, sin temor a con- 
fusión, con números reales iguales a sus primeras componentes. Por lo 
tanto, podemos designar desde ahora en adelante a los números com- 
plejos del tipo (a; 0) simplemente por a. De esta manera, el símbolo a 
tiene dos significados: uno, como símbolo de un número real; otro, 
como símbolo de un número complejo (a; 0). En tanto tengamos una 
fórmula que involucre sólo operaciones racionales con tales símbolos, 
continuará siendo válida ya se interpreten los símbolos de una u otra 
manera. Por ejemplo, en la identidad: 


a? — b? = (a + b) (a — b) 


los símbolos a; b; a + b; a — b, pucden ser interpretados como símbolos 
ae números reales o como símbolos de los números complejos (a; 0); 
(b;0); (a + b;0); (a — b; 0), y la identidad será verdadera en ambos 
casos. De acuerdo con la convención adoptada todo número complejo 
podrá escribirse en la siguiente forma binómica: 


(a; b) = a + di 
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donde 1 está colocado en lugar de (0; 1) y a, b, son los números complejos 
(a; 0), (b; 0). Por la regla de la multiplicación tenemos: 


(0; 1)? = (— 1; 0) 


o, con los signos convencionales adoptados: 


P= —1. 


Observando que las leyes fundamentales de las operaciones que son 
válidas para los números reales, siguen siéndolo para los complejos, 
llegamos a la conclusión de que al efectuar las operaciones fundamentales 
con números complejos presentados en forma binómica, podemos operar 
con ellos como si se tratara de binomios algebraicos, teniendo cuidado 
de reemplazar 2? cuando aparezca, por — 1. Es costumbre usar la 
notación abreviada bi para los números complejos del tipo 0 + bi, y, 
en caso de que b = = 1, escribir simplemente a + +1 en lugar de a + 1i 
oa—l12z. 

Unos pocos ejemplos mostrarán las ventajas de operar con los números 
complejos presentados en forma, binómica. 


Ejemplo 1. Hallar (1 +2). Tenemos 
++i =1+2:1+28%=21 
Q +i) = (+i i) =21(1+2) =-2+21. 


El mismo ejemplo puede ser desarrollado en la forma siguiente. Tenemos: 
(1 +i} =1+3:1+32024+2, 


Pero: 


y entonces será 
(142 =1+3—3-1=-—2+214. 


Ejemplo 2. Hallar el cubo del número complejo 


1 v3 
A 2 . 
En primer lugar, 
1.3. J3 1. 3 .v3 1 v3 
w = —4 —— i =— —— t = ———i 
4 4 2 4 4 2 2 2 
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Ejemplo 3. Reducir el número complejo 
6+20*:(1-30) , 14i 
(3+1*(14+21) 1— 
a la forma binómica. 'Tenemos: 

(3 +20} =9+1214+48? =5+121, 

(5+121) (1 — 3i) =5—361? — 3 i = 41 — 3i, 

+1)? =9+614+48=8+61, 

(8+60 (1 +231) =8+ 123? + 221 = —4 +221. 


Para efectuar el cociente 
41 — 3i 
—4 +22; 


podemos, sin que éste varíe, multiplicar numerador y denominador por 


—4—221, 

y obtenemos 
41—3i _ (41-30) (4-2)  —230—80i 23 80 
—4+22i (4) + 22% 500 250. 50 


1—i 2 
y el resultado final es: 
23 39 
=— — — + 
50 10 
Problemas 


Reducir a la forma binómica: 


1. 7—i+ (— 6431) — (44 31). 2. (2-31. 
1 

3. (2 +i) (1 +25). 4, T 
patt, p EEE y Pa 

— 4 t l—i 
s (2 +) (1 — 2i) š (4 +32) (1 — 2i) 
Í 3—i i f 7—i 

3 $ N4 

q i (ZE). 

1—+* y 2 

1 ..v3 Y i 
n (z+ 2 ) Ta 
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13. Hallar los valores reales de x e y que satisfacen la ecuación 
A +i) (z +2y)— (3 —2i) (1 —y) =8+31. 
14. Hallar las raíces reales de la ecuación 
(1+93+(14+21)22—(1+4)r—1+1=0. 
15. Hallar las raíces reales de la ecuación 


(1+4Dx23+(0+2D22—(1+2i2—1-2i=0. 


7. Parte real e imaginaria. Números complejos conjugados. 
Valor absoluto o módulo. — En un número complejo a + bi expre- 
sado en forma binómica, a se llama parte real y b (¡no bi!) parte imagi- 
naria. La parte real y la imaginaria se designan generalmente de la 
siguiente manera: 


a = R (a + bi), 
b = I (a+ bi), 


donde R e I son las iniciales de las palabras real e imaginaria. Los números 
complejos con parte imaginaria nula se llaman números reales, en virtud 
de su total semejanza con los números reales ordinarios; y los números 
de la forma bi, con parte real nula se llaman imaginarios puros. En 
general, Jos números complejos con parte imaginaria distinta de cero 
se llaman números imaginarios, simplemente para estar de acuerdo con 
8l uso y la tradición histórica, desde que los números complejos conside- 
rados como pares ordenados son justamente tan reales como los otros 
y nada hay de imaginario en ellos. i 

Dos números complejos a + bi y a — bi que sólo difieren en el signo 
de sus partes imaginarias se llaman conjugados. Si designamos a uno de 
ellos por una sola letra, por ej. A, el conjugado se designa por Ao, o 


bien por A. El producto de dos números conjugados 
A=a+bi ; Ao =a—bi 
es un número real 


AA, = (a + bi) (a — bi) = al + b 


llamado norma de A. La raíz cuadrada positiva de la norma de A se 
llama valor absoluto o módulo de A y se designa con el signo | A | o con 
el signo mod. A. El uso de una u otra notación depende de considera- 
ciones de conveniencia en la escritura o impresión. 


Así 
la+bi| = Ya +5? 
mod. (a + bi) = ya? +b. 
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Si C es la suma de los números complejos A y B 


C=A+B, 
será 
Co = Ao + Bo. 


Es decir: la suma de los conjugados de dos números complejos es 
igual al conjugado de su suma. En la misma forma, si C es el producto de 
los números complejos A y B 


C = AB, 
será 
Co = AoBo. 


Es decir: el producto de los conjugados de dos números complejos es 
igual al conjugado de su producto. Ambas proposiciones se verifican 
directamente comparando la suma o el producto de dos números com- 
plejos con la suma o el producto de sus conjugados. De esto se deduce 
que el conjugado de la diferencia o cociente de dos números complejos 
es igual, respectivamente, a la diferencia o al cociente de sus conju- 
gados, lo cual, con la notación adoptada, se expresa así: 

(A — B) = Ao — Bo ; ($) As 

B Jo 


Por sucesivas aplicaciones de estas reglas se deduce la importante 
conclusión general que sigue: Si al efectuar operaciones racionales en 
cantidad finita con los números complejos A, B, Č, ... se obtiene un 
número complejo X, al efectuar las mismas operaciones con los conju- 
gados 40, Bo, Co, ... el resultado será Xo, conjugado de X. 

Los números reales coinciden con sus conjugados, y recíprocamente, 
un número que es igual a su conjugado es real. En efecto, la igualdad 


a + bi = a— bi 
requiere que 


Problemas 


Hallar los módulos de los siguientes números: 


AM 


2 


l.i 2 Lyg 
.t. e. ——+1 
2 


i—i 


T 


3.3 +42. 4. 


5. 11 — 1 + 2iz donde z es real. 


6. 2z — 1 + (21? — 2 r)i donde z es real. 
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7. 3? — zr? — xz +1 + (22* —22x) 1 donde z es real. 


1 
8. ¿Cuál es la parte real del número i Z si z = cos $ + ¿sen $? 
z 
9. Hallar un número complejo e tal que | e| =1 y R (e?) =0. 


10. ¿Cuáles son los números complejos iguales a: a) el cuadrado de sus conjugados y b) 
el cubo de sus conjugados? 


K 8. Teorema. — El módulo de un producto es igual a: producto de 
los módulos de sus factores o, usando la notación adoptada: 


|A.B.C...L|=|A1|.1B].¡C1...|2l. 


DeEmMOosTRACIÓN: Consideremos primero el producto de dos factores 
X = AB. 
La norma de X es: 
XXo = (4B).(4B)o, 


pero: 
(AB)lo = ABo 


y por lo tanto: 

XXo = (AB) (A0Bo) , 
por consiguiente, haciendo uso de las propiedades asociativa y conmu- 
tativa de la multiplicación: 

XXo = (AAo) (BBs) $ 


extrayendo raíces cuadradas en ambos miembros, y tomando las raíces 
positivas: 


VXXo =VA4o0 . VBB. 
Pero 
yXXo =]|X |; 1440 =|4]|; VBB = |B| 


y por consiguiente, 
[IX[|=/41.1B1, 


|[AB|=]4]|.[B]. 
Considerando ahora el producto de tres factores 
X = ABC, 


hacemos 
Y = AB, 
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por lo tanto 
X =YC. 
Por lo demostrado anteriormente 
¡Y|=|4].1|B!;X =|Y]|. IC), 
en consecuencia 
¡X]=/]4].|B].]C!, 
o sea 


¡ABC|=|41.1B].1C!. 


De la misma manera puede extenderse el teorema a cualquier número 
de factores. De este teorema puede extraerse una importante conse- 
cuancia: Si un producto de números complejos es nulo, por lo menos uno 
de los factores es nulo. Al suponer 


queda establecido que 

JA!.]B|.|C]|..... IL| =]0|=0 
y puesto que los factores que figuran en el primer miembro son reales, 
uno de ellos debe sr nulo. Sea: 


¡A| =0. 
Pero, escribiendo A = a + bi, tenemos 
|A| =Y02 +0 =0, 


por lo tanto: a? + b? = 0, que siendo a y b reales, sólo es posible si 
a=0yb=0;0 sa A=0+02 = 0. Puede llegarse a la misma 
conclusión partiendo del hecho de que el cociente está unívocamente 
determinado cuando el divisor es distinto de cero. Demuéstrelo el estu- 
diante en la misma forma que el teorema anterior. Ae 


Problemas 


1. Demostrar que: 


B| 
(4 +33 (1 y 
2. ¿Cuál es el módulo de APN ? 
1 


1 
mismo número si z = a +18 es un número complejo, siendo $ > 0? 


$ ¿Cuál ETT > = si z es real? ¿Y qué puede decirse del módulo del 
— YI 
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4. Demostrar que 


3. 1 
t—>— i| = — 
4 4 
si 
i—rt 
= l+2irt 
y * es real. 
5. Si 
g — 3r +42 
e = 
4-3 
y “es un complejo tal que 
3 1 
t — — | = —, 
4 4 
demostrar que 
+ 3 1 
T — | = —. 
4 4 


* 9. Desigualdad del módulo de la suma. — kl módulo de la 
suma de números complejos no depende simplemente de los módulos 
de estos números; por lo tanto, no existe para la suma un teorema tan 
preciso como el del párrafo 8. Tenemos, en cambio, la siguiente pro- 
posición, menos precisa, pero que es no obstante, de gran importancia 
y utilidad: 


TEOREMA. — El módulo de la suma no es mayor que la suma de los 
módulos de sus términos, o sea 


¡A+ B+..... +L|<s|A|+|B]+..... + Dl 


el signo igual sólo será válido cuando todos los números A, B, ..., L sean 
iguales a cero o en el caso de que siendo uno de ellos, por ejemplo A, dis- 
tinto de cero, todos los cocientes 


sean números reales no negativos. 


DEMOSTRACIÓN: Comenzamos con la siguiente observación: Si A = 
= a + bi, entonces 


a=R(4)s|A| 


y el signo de igualdad sólo será válido sib=0yaz>f. 


14 TEORIA DE ECUACIONES 


Siendo: 
|4| = Va F 
será evidentemente 
a < y a? +b 
si b * 0. Por otra parte, sib=0ya<0, 
|A] =Va@ = —a ; a < —a. 
Finalmente, sib=0yaz0 


a=yvya =|A|. 


Consideremos ahora la suma de dos números complejos A y B. Por 
la definición de módulo: 


|A + B| = (4 + B) (A+ B) = (A + B) (40 + Bo), 
o 
| A + B[?*=440+ BBo + (ABs + AB) =] A |? + |B|? + (4Bo+ A0B). 
El conjugado de AB, es AoB, y la suma ABo + A0B de dos números 
conjugados es el doble de la parte real de ABo, o sea 
AB. + AB = 2 R (ABo). 


Por la observación anterior 
R (AB) s| ABo| = |A|. |Bo]=|4]\.]B], 
puesto que los números conjugados tienen el mismo módulo. En con- 
secuencia: 
[A+4BPS[4P+1BP+1A4].1B] = (141 +1B)”. 

Pero los números | A + B|] y |4|+|Bl son positivos y por lo 

tanto la desigualdad anterior implica que: 
¡A+ B|<|4|+1B]. 
El signo de igualdad sólo es válido si 
R(ABo) = R (åB) = | AB] 

y esto sólo es verdad si AyB es un número real positivo. Suponiendo 


que A ys 0, el producto AA, es un número positivo y 


AB B 
Año A 
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es un número real positivo. Recíprocamente, si esta ecuación es verda- 
B Je 
dera, entonces ÁB = 03) (AAn) será real y positivo. 
Considerando ahora la suma de tres números 


A+ B4C=(A4+B)+C. 


De acuerdo a lo demostrado anteriormente 
|1(1A+B)+4C]1sS|1+BI1+IC], 
¡A+ B|<s|14¡+|Bl. 
En consecuencia: 
¡A+4B+C]|S|A|+1B|+IC]. 
El signo igual sólo será válido aquí si simultáneamente 
¡A+ B| =]|4]|+]B] 
l(1A+4B4C]|=|4+B]|+]|C!]. 
Suponiendo que A % 0, la primera de estas igualdades sólo es válida 


' A E 
si la razón FJ es real y positiva. En tal caso, el número 
A+B=A (1 + 3 
A 


no es cero, y 


14 
A 


es un número positivo. La segunda igualdad exige que la razón 


C El By? 
A+B A 7) 


sea real y positiva, que equivale a la exigencia de que £L sea real y 
positiva. Es evidente que, razonando de la misma manera, se demostrará 
el teorema para sumas de más de tres términos. * 
Problemas 
1. Demostrar que 
¡AB! 2|4|—|B] y que |A—B|2|B|—IA1. 


SucEsTIÓN: Escríbase A = B + (A —B). 
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2. Si z es un número complejo con |z | < 2, ¿cuál es el máximo de 
ll+2+2+2)] 

y para qué valor de z se alcanza este máximo? 

* 3. Si x e y son dos números complejos cualesquiera, demostrar que 

lr+yl4+li—y?=2|2124+2]y1?. 
* 4. Demostrar que la igualdad 
z—al= | z: — zoj? + !21 — zo!’ 

implica que 


za — 20 = ÙA (21 — 20) 


donde à es real y recíprocamente. 


10. Raíz cuadrada de un número complejo. — Hallar la raíz 
cuadrada de un número complejo A es equivalente a hallar la solución 
X de una ecuación de segundo grado 


Sea A =a +bi y X =x + iy. Entonces los números reales z e y 
deben ser tales que 


(z + 1y)? =a + bi. 
Pero 
(x + iy = r — y Zagi, 


en consecuencia, los números reales x e y deben satisfacer el sistema 
de ecuaciones: 
z? -— y =a ; 2ry=b. [1] 
La identidad 
WH y) = (Hag, 
combinada con las ecuaciones [1] da 


r+yg=vVa+b, 


tomando la raíz positiva. Por consiguiente, de la primera ecuación del 
sistema [1] se deduce: 


œ +b +a aœ + b—a 
pe ERAS E [2] 


Estas ecuaciones son consecuencias necesarias del sistema [1], pero 
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pueden tener soluciones que no lo satisfacen. Para separar las soluciones 
de [2] que satisfagan a [1], debe tomarse en cuenta la ecuación 


2xy =b. 


En caso de que bx0, la ecuación determina el signo de y corres- 
pondiente a un dado signo de x; es decir, e y deben ser del mismo 
signo cuando b > 0 y de distinto signo cuando b < 0. De acuerdo con 
esto, las soluciones de la ecuación 


X? =a + bi 


A EZ ne NES) 


en caso de que o > 0, y 


2 JE 97 ACECED YA) 


en caso de que b < 0. Resta por examinar el caso en que b = 0. Por ser 
Va =a ó ya = — oa, 


según sea a > 0 óa <0, se deduce que 


son: 


r=x*vya;y=0 
si a > 0; y entonces la ecuación 
X: =a 
tiene dos raíces reales 
X= +NVa. 

Sia<0 

r=0;y==v—a 
y en este caso la misma ecuación tiene dos raíces imaginarias puras 


X= Hiv—a. 


Finalmente, cuando a = b = 0, sólo existe una solución, trivial] X = 0. 

Esta discusión demuestra que, una vez introducidos los números com- 
plejos, todo número complejo tiene raíces cuadradas. La ecuación general 
de segundo grado 


AX? + BX4C= 
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con coeficientes complejos arbitrarios, puede resolverse por medio de 
la fórmula conocida: 
—B+wvVB?=4AC 


a ZA , 


cuya deducción se basa en las propiedades fundamentales de las opera- 
ciones y en la existencia de raíces cuadradas. 


Nora: Cuando A es un número real positivo, el símbolo y A , por costumbre, significa 
siempre la raíz cuadrada positiva, y con esta convención la regla de la multiplicación 


de raíces: 
VA .VB=vV AB 


es válida cuando A y B son positivos. Sin embargo, cuando A es un número real negativo 


o un número imaginario, no puede atribuirse al símbolo VA, por medio de una simple 
convención, un significado tal que la regla de la multiplicación de raíces sea siempre 
válida. En el caso de un número real negativo o un imaginario A, es necesario especificar 


siempre a cuál de las dos raíces se refiere el símbolo y A por medio de una condición 
adicional, como, por ejemplo, que la rafz tenga positiva la parte real o la imaginaria. 


Así, y — 4 puede significar 21 o —21; pero si se especifica que esta raíz debe tener la 


parte imaginaria positiva, entonces el símbolo y — 4 vale para 21. Nótese que la re- 
lación de maguitud expresada por las palabras mayor o menor sólo está definida para 
números reales y no puede ser extendida a los números complejos conservando todas las 
propiedades de esta relación. 


Ejemplo 1. Resolver la ecuación 
X? = —i. 


En este caso: a = 0; b = — 1; va? + b? = 1, y siendo b negativo, 


y hy). 


Ejemplo 2. Resolver la ecuación 


X? = —5 + 12i. 


En este caso 
a = —5 ; b =12 ; Ņa +b = y 169 = 13 
4169 —5 V169 +5 
AÑ O — 9 
2 2 
y siendo b positivo: 


X =+(02+31). 


Ejemplo 3. Resolver la ecuación de segundo grado 


1X—(24+20)X+2-1=0. 
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Aplicando la fórmula tenemos 
2+2ivV—4 


X - 
2i 


y tomando y—4 = 21; se hallan las raíces 


—i ;2—i. 


Problemas 


Hallar las raíces cuadradas de los números: 


1 y 
1.1. boasi hyrs 
2 2 
1 E 
3. — +1 a 4. —3— 4i. 
3 +i 3 3 i 
5. —13—84i. 6. —1+1y2. 


7. 4 — 1 + 2 xi; siendo z real. 

Resolver las ecuaciones de segundo grado: 

8. *4+x+1=0. 9. 21:—3r 42 =0. 

10. 2? — (2 +3i)r—1 +3i=0. 

11. (2 — 21) r? — (11 +9i)r —16 + 6i =0. 

Resolver las ecuaciones: 

12. t = 1. 13. zt = —1. 

14. * + 4 =0. 15. 24 = 119 —120 5. 

16. 1? —1 =0. Nótese que: 22— 1 = (z — 1) (12 +z +1). 

17. 3 =i. 18. z6 —1 =0. 

19. $ +1 =0. 

205z = 1 +i. Haciendo z = a + bi; será entonces a? + 3ab' = 1; -301b —b' = 1, 
y además: a +b = y2. 


21. Demostrar la siguiente proposición: Si a; b; a”; b', son números racionales, pero 
y b no es racional y 


a+ Vd = + yd, 


a =80; b =b. 


entonces 


22. Hallar todas las ecuaciones de segundo grado: z? + pz +q = 0 con coeficientes 
racionales pero sin raíces racionales, en las que: a) una raíz es el cuadrado de la otra; 
b) una raíz es el cubo de la otra. 


b 
* 23. Si a 0, b x4 0 son dos números complejos tales que la razón T es un núme- 
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ro real positivo, la raíz cuadrada Y ab puede elegirse de modo tal que la razón de la 
media geométrica de a y b 

bı = y ab 


a+b 
2 


a la media aritmética 


Q, = 
ai A bi 
tenga una parte positiva real. Demostrar que, en ese caso, es también R {— ] > 0. 
a 
* 24. Con las mismas condiciones del problema anterior demostrar que 


; 1 
lb — al <5 lba]. 


11. Representación geométrica de los números complejos. — 
Las relaciones entre los números complejos y su manejo se hacen intui- 
tivos, mediante una simple representación geo- 
métrica. Habiendo elegido dos rectas perpendi- 
2=a+b5 culares OX; OY como ejes coordenados, atribuí- 
mos a OX una cierta dirección, indicada en la 
X figura por una flecha, y elegimos entonces una 
dirección del eje OY tal que, al rotar OX un 
ángulo recto en el sentido opuesto al de las 
agujas del reloj, su dirección coincida con la de 
OY. Cada punto del plano, referido al sistema de coordenadas ele- 
gido, tiene coordenadas definidas —a y b por ejemplo— y el complejo 
a + bi está definido por este punto. Recíprocamente, a todo número 
complejo hacemos corresponder un punto cuyas coordenadas son, res- 
pectivamente, la parte real y la imaginaria de ese número complejo. 
De esta manera, entre los números complejos y los puntos del plano 
existe una correspondencia biunívoca en virtud de la cual los números 
complejos están representados por puntos. Los números complejos de 
la forma a +0: —números reales— están representados por puntos 
del eje OX, que por esta razón se llama eje real. Los números complejos 
de la forma 0 + bi o números imaginarios puros están representados 
por puntos del eje OY, llamado eje imaginario. Es costumbre designar 
al punto representativo del complejo z por la misma letra y llamarlo 
simplemente punto z. Así, podemos hablar del punto O (origen); del punto 


1; del punto i; del punto 3 — 27; etc. El punto O, junto con z, determi- 
— — i 
na un segmento dirigido Oz o vector Oz, que va del origen O al extremo 
— 
z. Recíprocamente, el extremo de todo vector Oz determina un número 
complejo. En esta forma tenemos otra representación geométrica de los 
números complejos por medio de vectores con el origen común en O. 


Las proyecciones del vector que representa a z = a + bi sobre los ejes 


è 
E 
$ 
z 
au 
4 


EJE REAL 
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OX y OY son, respectivamente, a y b; y la longitud del vector Oz —o la 
distancia de O a 2— por el teorema de Pitágoras es ya? + b? y nos da 
un significado intuitivo del módulo de z. 

Problemas 


1. Si la dirección del eje real se elige como en la figura, ubicar los puntos represen- 
tativos de los números complejos: a) — 1 ;b) 1;c) 1 — i; 


1 
d) 14213; e) —3 — 2i; N—=y t2. 
1 
2. Si R (2) = 8) ¿qué puede decirse sobre el lugar geo- 


o 
E 
z 
` 
v 
t 
i 


métrico de los puntos 2? 


3. Resolver el problema 2 si los números complejos z satis- 
facen la condición: 


1 
== SRO s 


nj 


. 


4. ¿Cuál es la posición relativa de los puntos que representan números complejos con- 
jugados? 


5. ¿Cuál es la posición relativa de los puntos que representan los números complejos 
a +bi y da? 
6. ¿Cuál es el significado geométrico de: a) |z| =1; b) |z| <1;c) |2] > 1? 


s 1 1 
7. ¿Dónde están los puntos representativos de z si — a S£R(2) < 3 ylz| 21? 


12. Angulo de dos semirrectas dirigidas. — La figura siguiente 
representa dos semirrectas dirigidas 1 y 1' que se cortan en un punto S 
con sus direcciones representadas por flechas. Por ángulo entre l y U 
—medido de l a l — que indicaremos por (W), entendemos el ángulo 
que debe girar l alrededor de S para coincidir con l’ en posición y di- 
rección, considerándose este ángulo como positivo o negativo según que 
l rote en el sentido opuesto al de las agujas del reloj o en el mismo sentido 
que las agujas del reloj respectivamente. Desde este punto de vista el 
ángulo (W) no está unívocamente determinado sino que tiene infinitos 
valores, cuya vinculación puede establecerse de la siguiente manera: 
Sea $ el menor ángulo positivo que debe girar l 
para coincidir con l’ en posición y dirección. Si se 
continúa la rotación en sentido positivo, volverá 
a coincidir cuando el ángulo rotado sea $ + 2x 
(midiendo los ángulos en radianes); nuevamente 
coincidirá cuando este ángulo sea $ + 4x y, en 
general, cuando sea $ + 2k zx, siendo k un núme- 
To entero positivo. Asimismo, haciendo rotar 1 en sentido negativo de) 
ángulo cuyo valor absoluto es 21 — é, las rectas l y l’ coinciden en posi- 


AN e 


- y 
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ción y dirección y lo mismo sucede después de una rotación, en sentido 
negativo, de la magnitud 2 k xz — $, siendo k entero y positivo. Toman- 
do todos estos ángulos negativamente, podemos decir que l’ forma con l 
los ángulos negativos $ —2x; $— 47; é—6x;... Por lo tanto, la 
expresión general para el ángulo (W) es: $ + 2kx siendo k = 0, +1, 
+ 2, ... un entero arbitrario y $ el menor ángulo positivo entre l y t. 
Es fácil ver que $ puede expresar cualquier ángulo entre l y l’; y aún 
que todos los valores posibles de éste serán de la misma forma. Los 
ángulos que difieren de múltiplos de 2 x se dicen congruentes de módulo 
2 x (expresión extraída de la teoría de los números), y se usa el signo 
= para expresar la congruencia. En este sentido tenemos una congruencia. 
evidente que es: 


w) =— UD). 


Además, si tres semirrectas l; 1'; l'” pasan por el mismo punto, es fácil 
verificar que: 


(UN) +UA UUD=0, 


por consiguiente, en virtud de la congruencia (l'1) = — (11”), se des- 
prende que: 


(LU) = (U) + (008). 


A pesar de la multiplicidad del ángulo (W) las funciones trigonomé- 
tricas de este ángulo: 


sen (W) ; cos (W) 


tienen valores completamente determinados debido a que sen x y cos x 
son funciones periódicas de período 2 «q. 


Problemas 


1. Los lados de un triángulo equilátero tienen direcciones dadas como se indica en 
la figura. ¿Cuáles son los valores numéricamente menores de los án- 
e” gulos: a) (W); b) (W); c) (X U)? 


2. Se inscribe un cuadrado ABCD en un 
círculo y se toma un punto P sobre el arco 
BC. ¿Cuáles son los ángulos: a) (1113); b) 
z (dz); c) (Ll), formados por los pares de se- 

mirrectas lı, lz, la, la de la figura ? 


` 


3. Tres semirrectas l, l’, I” se cortan en un mismo punto. 
Si (UD = 230°; (11) = — 100°, hallar el valor numéricamen- 
te menor del ángulo (Vl). 


4. Si cinco semirrectas lı; lz; la; lı; ls se cortan en el mismo 
punto y: (Lh) = 30%; (Lh) = — 200%; (l:l) = 300°; (ll) = — 90°, ¿cuál es el valor nu- 
méricamente menor del ángulo (lals) ? 
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13. Forma trigonométrica de un número complejo. — Volviendo 
a la representación geométrica de los números complejos explicada en 
el Párrafo 11, sea ð el ángulo comprendido entre el eje real y el vector 


— 
Oz. Este ángulo se llama argumento o amplitud de z. Está definido sólo 
para z #0 y tiene infinitos valores que difieren entre sí en múltiplos 


— 
de 2 z. Si z = a + bi, a es la proyección de Oz sobre el eje real. Llamando 


r al módulo de z 
r=Va +; 


de la definición de cos 0 se desprende que 
a =rc0sé. 
Dado que el ángulo que forman los ejes real e imaginario es > el 
ES Yi poas T ; 
ángulo entre Oz y el eje imaginario será (5) — 0, y la proyección de 


— 
Oz sobre éste será 


b = r cos (5 — 0) = rsen 6. 


En consecuencia, z = a + bi puede escribirse en la forma 
z = r (cos 0 + 1 sen 0) 
que es la llamada forma trigonométrica de un número complejo. No 
importa cuál de los posibles valores de 6 se tome; en la práctica sin 
embargo, es conveniente elegir el menor valor numérico del argumento. 


Para expresar un número complejo dado a + bi en forma trigonométrica 
debemos hallar primero el módulo r con la fórmula 


r= ya +2? 
y luego hallar el ángulo $ de menor valor numérico tal que 


a 


cos ĝ = srei ON 


T r 


En general, será necesario para ello usar tablas trigonométricas y 
en ese caso, es siempre más ventajoso determinar el ángulo por su tan- 


b 
gente. En efecto, en el caso de que sea T > 0 se:determina el ángulo 
agudo w por su tangente ' 


ATEA 
a 
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y se toma: 0d = w si a > 0, y 0 =w—rsi a < 0, En el caso de que sea 


b 
pa < 0, el ángulo agudo w se determina por: 


AAA 
a 


y0d=—usia>0;0=r—oosia <Q. 


Problemas 


Exprésense en forma trigonométrica los siguientes números complejos: 


l. —4, 2. ¿. 
3. —61. 4. —1 +1. 
1 13 1 .N3 
5. — — i —, 6. —— +1 i 
2 2 2 2 
7. V3 —i. 8. 1 — V3 —i (1 +3 ). 
9. —4 — 3i. 10. —2 +1. 
11. 1 + cos a + i sen a. 12. cos a + cos B + 1 (sen a + sen B). 


14, Multiplicación y división de números complejos dados en 
forma trigonométrica. Fórmula de De Moivre. — Las reglas de la 
multiplicación y la división son particularmente simples cuando los 
complejos están dados en forma trigonométrica. Sean 


A =r(cos0 + ¿sen 0) ; B = r’ (cos 0 + 2 sen 0”). 


Multiplicando y agrupando factores en el segundo miembro, tenemos 
que 
AB = rr' (cos 6 + 1 sen 0) (cos 9” + i sen 0. 


Pero 


(cos 0 + i sen 0) (cos 0' + 2 sen 0') = 


= cos 0 cos-0' — sen 0 sen 0” + 2 (sen 0 cos 0 + sen 0' cos o) 
y por otra parte: 


cos ô cos 0' — sen 8 sen 9' 
sen ĝ cos 0” + sen 0' cos 8 


cos (9 + 0') 
sen (9 + 0'); 


por lo tanto: 
AB = rr’ [cos (9 + 0') + isen (9 + 0)] 


que significa que: el módulo del producto es el producto de los módulos 
de los factores y el argumento es la suma de los argumentos. Por sucesivas 
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aplicaciones esta regla se extiende a cualquier número de factores. El 
producto de n factores 


cos 0, +? sen 8, ; cos 0 + 1 sen d;..... ; COS 0, + i sen bn 


cuyos módulos son todos iguales a 1, es: 


(cos 9, + 1 sen (1) (cos 0: + 2 sen 0) ..... (cos Ôn + 1 sen n) = 
= cos (b + %+..... + 0n) + isen (bi ++ ..... + 0.) 
En particular, cuando % = 0. =... =0, = 9, esta fórmula nos da 


una importante identidad: 

(cos € + 1 sen 0)” = cosn0 + 1sennó0, 
conocida como fórmula de De Moivre. Por supuesto, n significa aquí 
un entero positivo. Teniendo en cuenta que: 


1 : a 
CS 
cos € + 1 sen 0 cos? 0 + sen? 6 


= cos Y — ¿sen 8 = cos (— 0) + 2 sen (— 9) 


y elevando ambos miembros de la ecuación a la potencia n, obtenemos: 
(cos 0 + ¿sen 0)” = cos (— n 0) + ¿sen (— n O). 


Por lo tanto la fórmula de De Moivre es válida también para expo- 
nentes enteros negativos. 
En cuanto al cociente de dos números complejos 


A = r (cosð + ¿sen 0) ; B =r' (cos 9 + ¿sen 0'), 


puede ser escrito de la siguiente manera: 


A = _5 (cos 0 + ¿sen 0) _ = Z (cos 9 + i sen 0) (cos 0 + 2 sen 0')~. 
B r’ (cos 0” + 2 sen 0”) r 


(cos 0” + ¿sen 0)! = cos (— 0”) + ¿sen (— 0’) 


y de acuerdo a la regla establecida para la multiplicación: 


2. -L feos (0 —0) + ¿sen (8 —01)]. 
B r 


Por lo tanto: el módulo del cociente es igual al cociente de los módulos 
y el argumento a la diferencia de argumentos del dividendo y del divisor. 
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Problemas 
Hallar la expresión general para los siguientes casos (siendo n entero): 
1. (V3 +0". 2. [1 + V3 +i — y3)”. 


1 +sen 9 +1cos 9 |" ; 
3. (peie) A 4. [sen 0 — sen $ +1 (cos 6 —cos pl. 


5. Dado 
Q +z)’ = piot pr tpertt... 
donde 
n n (n — 1) 
po=l; di i ir A 


son los coeficientes del desarrollo del binomio, y tomando z = i, demostrar que: 


on nr 
Po — p: Hp... = 211? A 

n n 
Pp + Pp... = 2112 sen. 


* 6. Tomando en el mismo desarrollo z = 1; w; «?, siendo 


e —1+iy3 l 


2 


hallar las sumas 
(a) pp +p + pet... 


b) p tpit pit... 
(c) pa + ps + ps +... 
Nótese que: 1 + w” + œ?” = 0, si n no es múltiplo de 3, pero es igual a 3 si n es un 


múltiplo de 3. 


* 7. Tomando: z = cos 0 + ¿sen 8 en la identidad 
1 —¿? 


l+z+z2 +... HP 
—zi 


demostrar que: 
sen (n — $) 0 
14+2c080+2c0828 +... + 2c08 (n—1) 8 = 
sen 30 
sen 0 +sen28 +... +sen (n — 1) 0 + a Cd 11 
2sen $ 0 


* 8. Utilizando un método análogo, demostrar que 
sen2n0 


cos8 + cos38 +... + cos (2n —1)0 = ———, 
2 sen 0 


1 — cos 2n ô 
send + sen3 0 +... +sen (2n — 1) = ———— 
2 sen 9 
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* 9. Por medio de la fórmula de De Moivre expresar: a) cos 3 $ en función de cos $ 
y sen 3 $ en función de sen q; b) cos 5 $ en función de cos $ y sen 5 q en función de 
sen q; c) cos 4 $ en función de cos q y sen 4 € en función de sen e. 


* 10. Expresar: a) sen? $ en función lineal de: sen ġ; sen 3 ġ; sen 5 $; b) sent ġ en 
función lineal de: cos 2 ġ; ros 4 e. 


15. Solución trigonométrica de ecuaciones binómicas. — Por 
medio de la fórmula de De Moivre es posible representar todas las raíces 
de la ecuación binómica 


donde A 0 es un número complejo cualquiera dado en forma trigo- 
nométrica. Sea 


A = r(cos 9 + isen 0) 

y tomemos la incógnita X también en forma trigonométrica: 
X = R (cos O + isen 0). 
Será, entonces: 
X” = R” (cos n O + isen n 0) 

y esta expresión debe ser igual a: 

A = r (cos ð + 1 sen 0). 
Puesto que los números complejos iguales tienen iguales módulos, debe 


ser: 
R? =r; 


en consecuencia R queda determinado sin ambigüedad por la raíz ené- 
sima positiva de r: 


R=yVF. 


Además los argumentos de números complejos iguales difieren sola- 
mente en múltiplos de 27, de modo que: 


ne =0+2kx 


siendo k entero. En consecuencia, la expresión que nos da las raíces X es: 


X = VF (cos LEE q ison E). 


n n 


En esta expresión es k un entero cualquiera, pero el número de raíces 
distintas será sólo n. Para obtenerlas basta tomar en esta fórmula k = 0; 
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1;2;...;n — 1. Porque si k es un entero cualquiera, dividiéndolo por 
n y llamando l al resto, tendremos: 
k =n +l, 


donde 0 <1 < n, de modo que l será uno de los números: 0; 1;2;...; 
n — 1. Pero: 
04+2kr  0+2l1x 


n n 


+2, 


por lo tanto: 
0+ 2 kx 0 +2lr 
s ————- = cos ——_—_—— 


co ' 
n n 
0 +2kr 0 +21 
sen ——— = sen ——, 
n n 


lo que demuestra lo enunciado. Por otra parte, las n raíces obtenidas 
tomando k = 0; 1; 2;... ;n — 1 son distintas. Suponiendo que para 
dos valores dados de k —llamémoslos k' y k''— hallamos raíces iguales, 
en ese caso será: 


0427 0+2k"x 0 +2k' r 04+2k'x 
y —— = (08 ——_—_—_— ; SeN ~ = sen —_—_—_—_— 
n n n n 


co 


y esto es posible sólo si 


0+2k'x _04+2Ex 
n n 


+27 


siendo q entero; o sea: 
k! — k = nq. 


Pero k” — k' es numéricamente menor que n y no puede ser divisible 
por n a menos que sea igual a cero; por lo tanto, k” y k' no pueden ser 
dos números diferentes como supusimos. 

Por lo tanto todas las raíces de la ecuación binómica 


X” = r (cos 6 + 1 sen 0), 


están dadas por la fórmula 


X = VF (eos HEZE 4 2 sen ==) 
n 


n 


tomando en ella: k = 0; 1; 2;... ;n — 1. 


Ejemplo 1. Resolver la ecuación. 
z = —4 
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Siendo 
— 4 = 4 (cos x + ¿sen z) 


la fórmula para las raíces es: 
4 


= VF (cos Si pe rHate), 


4 


Haciendo en ella k = 0; 1; 2; 3; hallamos que los valores de las cuatro raíces son: 
V2 cos — + ¿sen — =i+i 
4 4 í 


y2 cos ST eian E = — l] -+i 
A 4 4 , 


y 2 E 1—¿ 
4 4 ` 


Ejemplo 2. Resolver la ecuación 
T? m — gi. 


En for ma tr igonométr 1C4 sger á . 
2 ) 
2 


(4k —1)z A s], 


por lo tanto 


z =?2 E 


Haciendo aquí: k = 0; 1; 2; obtenemos las siguientes raíces: 


Problemas 
Expresar en forma trigonométrica las raíces de las siguientes ecuaciones: 
", gim — 1614. 2 4=1 +1. 
3. 13 = — 2i. 4. 2 = 1—i. 


1 3 
E ti y. 7 6. 13 = w, 
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7. z6 m —4, 8.4=14Y43 +01—vV3)i. 


9. Resolver algebraicamente el Problema 4 y hallar las expresiones para cos 15° y 
sen 15°. 


10. En la misma forma, resolver algebraica y trigonométricamente la ecuación 


1 v3 


ERA 
“=z tt 


11. Resolviendo la ecuación: 25 = 1, algebraica y trigonométricamente, demostrar que: 


Vs+2V5 1 
5 


; sen 18” = A . 
V176 +80 Y 5 V176 +8045 


Por otra parte (véase el Párrafo 16): 


y5—1 
r 


cosg 18° = 


cos 18° 


Vio +245 
sen 18° = sa Ni 


¿Cómo pueden conciliarse estas expresiones? 


16. Raíces de la unidad. — La ecuación binómica particular 
ar =1 
que define las así llamadas raíces de la unidad de grado n, es de especial 


interés. Puesto que en este caso r = 1 y 0 = 0, las n raíces de la unidad 
se obtienen de la fórmula: 


: 2k 
cos AUE On = 
n n 
tomando en ella: k = 0; 1; 2;... ;n —1. Para k =0 tenemos una 


raíz evidente: x = 1; y las otras n — 1 raíces, por la fórmula de De 
Moivre, son las potencias 


wž; k = 1;2;... ;n— 1, 
de la raíz 
o = AN 1 sen A 
n n 
Siendo: 
z — 1 = (x — 1) (z +r" +... +1), 
lo que se verifica multiplicando directamente; w, w?, . . .,w*71 son raíces 


de la ecuación 
e O A O EN 
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Para algunos valores particulares de n esta ecuación puede ser resuelta 
fácilmente en forma algebraica; por comparación de las soluciones 


algebraicas y trigonométricas en tales casos, pueden hallarse expre- 


A z 2% 2x ; 
siones algebraicas para cos (5 y sen = como se ve en los si- 
n n 


guientes ejemplos: 
Ejemplo 1. La raíz cúbica de la unidad 
2z +i 2x 
= (08 — — 
w 3 2 sen 3 


satisface la ecuación 


2+zr+4+1=0. 


Las raíces de esta ecuación halladas algebraicamente son: 


` 


2 2 
Puesto que cos (E) es negativo y sen (5) es positivo, será: 


2x 2x y3 
cos —— ia Ta 
3 E 3 2 t 
por lo tanto: 
2x 1 2z V3 
cos —— = — — ; n — = —, 
3 2 3 2 
como se sabe por trigonometria. 
Ejemplo 2. La raíz quinta de la unidad 
2x +i 2% 
= cos i sen —— 
o 5 5 


satisface la ecuación 


st+rtr+r4l=0. 
Esta ecuación pertenece a la clase de ecuaciones recíprocas del tipo 
azi + br? + cer? br +a =Q 


y toda ecuación de este tipo puede resolverse de la siguiente manera: Dividida por 2”, 
la ecuación propuesta toma la forma: 


1 
E =0. 
a z 
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Hacemos ahora: 
1 
rt+—o=oy. 
T 
Entonces será: 
1 
24 —=y—2 
z? 
e y puede hallarse resolviendo la ecuación de segundo grado 


y+y—li=0, 


cuyas raíces son: 


Queda » determinar zr, resolviendo las dos ecuaciones: 


lo que es equivalente a: 


P—yr+l=0 ; 2—yr+l=-=0. 


Las cuatro raíces halladas resolviendo estas ecuaciones son: 


—1+V5 Vio +245 
E E EEE 


1 


A Vio +25 
4 4 d 
—1=V5 Py Vio—25 
A e e 
—=1=vV5 ¿Nao 25. 
4 4 ` 


2 2 
Ahora bien, cos (+) = cos 72” y sen (5) = sen 72” pun ambos positivos, de 


modo que, necesariamente: 


w = cos 72° + ¿sen 72° = 


—1ı +45 —_Vio+2V5 

—— 4 i — t 
4 4 

en consecuencia: 


cos 72° = 


E 5 Vio +2 y 
Ei E Š sen 720 = NE 


Las otras raíces, en el orden en que están escritas, son: wt; «?; w? 
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La división de una circunferencia en partes iguales o la construcción 
de polígonos regulares inscriptos está vin- 
culada íntimamente con las raíces de la 
unidad. De hecho, si Ao, Ax, ..., An—1 son 
vértices de un polígono regular de n lados 
inscripto en un círculo de radio 1 y se elige m. 
OAs. como eje real, los ángulos que 0OA,, 


2x 4x7 
04», OAz, ... forman con él son: — 3 —;5 
6x ys n n 
——..., y en consecuencia, los vértices Áo 


plo) 


n 
A, Az, -.. están representados por los números complejos 


. e pl. 
ljojat..., 


T 


; 2 
donde w = cos 5 + 1 sen 45. Para construir el polígono es 
n n 


Era f 2r 
suficiente trazar la abscisa OP = cos PR o la parte real de w. La 


construcción con regla y compás será posible si la expresión algebraica 
de w resulta compuesta solamente por raíces cuadradas. De esta ma- 
nera, la construcción de polígonos regulares requiere la solución alge- 
braica de la ecuación z” = 1 y la investigación de las condiciones bajo 
las cuales pueden expresarse sus raíces por radicales cuadráticos. Esto 
constituye un importante capítulo del álgebra llamado ciclotomía. Para 
la construcción más conveniente de polígonos de 3, 4, 5, 6 y 10 lados, 
se remite al lector a los problemas siguientes. 


Problemas 


1. Demostrar que la raíz vigésimo cuarta de la unidad: cos 15” + ¿sen 15°, satisface 
la ecuación 


1—ri4+1=0 
y hallar la expresión de las raíces de esta ecuación en forma trigonométrica y algebraica. 
Nótese que: 
z — 1 = (z? — 1) (zt + 1) (z3— zt + 1). 
2. Demostrar que 
2% 


T rx 
ia E ts = 2 cos —, 


7 


son raíces de la ecuación cúbica y+ y? —2 y — 1 = 0. 
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SucesTióN: Las raíces séptimas de la unidad satisfacen la ecuación 


o cd ds ls a ER) 
1 
Divídase por xi y hágase x EFS = y; 


3. Demostrar que 


27 4x 8r 
a= 2o =; A A 


son raíces de la ecuación cúbica y3 —3y +1 =0. 


SuGEsTIÓN: Las raíces novenas de la unidad que no son raíces cúbicas de la unidad 
satisfacen la ecuación: zê + z3 +1 = 0. 


4. Siendo 
n = cos 24° + i sen 24°, 


V3 


, 
2 


=a ad 
AA 2 

_1+y5 5 Vio +25. 
4 , 


demostrar que y = e?w! y expresar cos 24° y sen 24” en forma algebraica. 


5. Para dividir una circunferencia en 3, 4, 6, 8 partes iguales puede usarse la siguiente 
construcción: Por brevedad, un círculo de centro C y ra- 
dio R se designará C (R). Los puntos B, C, D, E son in- 
tersecciones del círculo O (OA) con los efreulos A (OA), 
B(04), C (04), D (OA). El punto X es la intersección 
de los círculos A (AC) y D (AC). El punto Y se obtiene 
como intersección de X (OA) y O (04). Demostrar que 
AC, OX, AB, AY son los lados de polígonos regulares de 
3, 4, 6, 8 lados inscriptos en O (OA). 


6. Conservando las notaciones del problema anterior, 
descríbanse arcos C(OX) y E(OX) que se interceptan 
en Z. Descríbase Z (OA) que intercepta a O (OA) en T. 

Demuéstrese que AT y OZ son, respectivamente, la- 
dos del pentágono y el decágono regulares inscriptos en O (OA). 


7. Jdéese una construcción del polígono regular de 15 lados. 


17. Significado geométrico de las operaciones con números 
complejos. — La representación geométrica de los números complejos 
explicada en el Párrafo 11 abre el camino para las aplicaciones de los 
números complejos a la geometría. Es evidente que una construcción 
geométrica resultará como una imagen de cierta operación realizada 


NUMEROS COMPLEJOS 35 


<on números complejos. Aquí nos concretaremos sólo al examen de las 
construcciones que corresponden a la adición, sustracción, multiplica- 
ción y división de números complejos, junto a unas pocas cuestio- 
nes adicionales que pueden ser útiles en la so- 
lución de los problemas siguientes. Los números 
complejos están representados por puntos o por 
vectores, todos con su origen en O. En lo que 
sigue será necesario considerar vectores con orí- 
genes arbitrarios para explicar la noción de 


equivalencia o igualdad de vectores. Dos vec- 
—<> —> 
tores AB y CD con orígenes en A y C, res- 


pectivamente, se llaman equipolentes si se encuentran en la misma 


recta o en rectas paralelas y tienen el mismo sentido y la misma 
> > , 
longitud. En la figura, AB. y CD son vectores equipolentes. Uniendo los 


orígenes y los extremos de vectores equipolentes, en general se obtiene 
un paralelogramo. La suma de varios vectores, por ejemplo de los tres 
vectores: 


— — — 
a=AB;b=CD;c=EF, 


se efectúa de la siguiente manera: En el extremo B de a, colóquese el 


— 
vector BG con el origen en B y equipolente con b; tómese G como origen 
— 
y constrúyase el vector GH equipolente con 
FES a B c 
c. Entonces, el vector AH —o uno equipo- 

EI a 6 
lente — es, por definición, la suma de los el NX 
vectores a +b +c. De la figura se despren- a4 A E D 
de que la proyección de la suma de vectores p 


sobre una semirrecta l es igual a la suma 
de las proyecciones de estos vectores; to- 
mándose cada pro- 
vección positiva O 
negativamente se- 
gún que la direc- 
ción del segmento 
correspondiente (tal 
como A'B', @' R’, 
etc.) sea la misma 
que la de l o la opuesta. Será ahora fácil describir la construcción 
correspondiente a la suma de números complejos. Estando represen- 
tados los números complejos zı y z por los puntos 2, y Zz, Se su- 
man de acuerdo a la regla recién explicada para la adición del vee- 


G=2,t22 


EJE REAL 
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— — — 
tor Oz, al Oz,; el vector resultante Of, será su suma, y el punto í re- 


presentará el número complejo zı + 22. De hecho, si 


2 = 41 +0d,1 5 Z2 = 42 + ba 2 
las proyecciones de Oz, y Ozz sobre los ejes real e imaginario, serán 
respectivamente: 
as; Oz ; bi; da; 
: > 
por lo tanto, las proyecciones de OY son: 


a +4 y btb: 


y en consecuencia: 


k = a, +0 + i (bi + b2) = 23, + z. 


Nótese que la figura Oz, Y z2, en general es un paralelogramo, siempre 
que los puntos O, 2,, zz no estén alineados. En el triángulo Oz, Y el lado 
OT es menor que la suma de los otros dos, lo que conduce inmediata- 
mente a la desigualdad 


la + z| <fa] + lz] 


siempre que los puntos O, 2,, z: no estén alineados. La misma desigualdad 
vale aun cuando O, 2,, Zz estén alineados, si 21 y Zz se encuentran en 
semirrectas opuestas con respecto a O; si se encuentran en la misma. 
semirrecta, entonces: 


la t z| = za] + lel. 


Ahora bien, si z, y Z2 se encuentran en la misma semirrecta que parte 
de O, los argumentos de los números complejos 21 y zz son iguales y el 
cociente es un número real positivo; recípro- 
camente, en el caso en que los argumentos de 
2; y Ze sean iguales, O, z,, za están alineados y 
Z y 22 se encuentran en una misma semirrecta. 
respecto de O. Así, por medio de la represen- 
tación geométrica hemos demostrado nueva- 
mente y de manera intuitiva la proposición 
establecida en el Párrafo 9. La construcción geométrica para la su- 
ma de dos números complejos conduce inmediatamente a la corres- 
pondiente construcción de la diferencia 22 — 21. Esta diferencia está 
representada por el cuarto vértice del paralelogramo, tres vértices con- 


secutivos de] cual soa: O, 2,, 22. Evidentemente, el vector que repre- 
— 


senta la diferencia 22 — zı es equipolente con el vector 2; 22. 
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La regla para la multiplicación de números complejos en forma trigo- 
nométrica nos proporciona una construcción simple para el producto 
de dos números complejos z; y 22. Antes de explicar esta construcción 
es necesario explicar lo que se quiere significar por sentido al referirnos. 
al triángulo ABC cuyos vértices se toman en el orden indicado. Yendo 
de A a B, de B a C y volviendo nuevamente de C a A, el interior del 
triángulo puede quedar situado ya a la izquierda, ya a la derecha; 
en el primer caso decimos que tiene sentido positivo; en el último, que 
tiene sentido negativo. Así, el triángulo ABC representado en la figura. 
tiene sentido positivo; pero el mismo triángulo, 
si sus vértices se toman en el orden ACB, ten- Ca 
drá sentido negativo. Uniendo el punto z, con O £7 
y 1, se forma el triángulo Olz. Tomando ahora 4 
Oz: como lado correspondiente a Ol, construímos 
otro triángulo Oz, Y semejante a Olz, es decir, 
con el mismo sentido y ángulos iguales en los 


vértices correspondientes. Si $1 y ¢z son los án- 
— — 
gulos entre el eje real y los vectores Oz, y Ozz, 


por construcción el ángulo entre el eje real y Ot es 
$1 + ¢:. El argumento de Y es: $ + ¢:. Además, 
designando con p, fı, 72 las distancias de O a Y, 
21, Za respectivamente, se desprende de la semejanza de los triángulos 
Olzı y Oz: % que: 


E 

1 
en consecuencia p = rı Tz es el módulo de Y. Por lo tanto, Y representa. 
al producto 21 22. Puede efectuarse una construcción similar para re- 
presentar el cociente 21/22. 


Sean los números complejos 21, 22, %, representados por tres puntos 
alineados. En este caso, como puede verse en la. 
figura, los puntos O, | —2,, Z3} — zı están tam- 
bién alineados, y por lo tanto los argumentos de 

Za g — zı y 22 — 21 O son iguales o difieren en xr. En 

z consecuencia, 


Y— z =A (z — z), 


o sea 
g = (1 — à) z + à zs 


donde A es un número real. Es evidente que la recíproca también es 
verdad; es decir, si A es real, los puntos Y, 21, zz están alineados. El nú- 
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mero A en la fórmula precedente tiene un significado simple. Desig- 
nando por r la distancia entre 21 y 22 y por e el segmento AE tomado 
positiva o negat: amente según que la dirección de at coincida con la 
dirección a o sea opuesta a ella, evidentemente 1 es igual a la razón 


; 1 
r/p. En particular, si 1 = z? el punto { es el punto medio del segmento 
21 22, y está representado por el número complejo 


21 + 22 
E ; 


[as 


El vector correspondiente a t (22 — 21) es perpendicular a la recta 
l que une 2, y 22; en consecuencia, es fácil ver que los números complejos 


Y =a tid (2 — 21) 


donde 1 es real, representan puntos de la recta trazada por un punto 
arbitrario a y perpendicular a l. 


Problemas 


1. Construir un triángulo XYZ, dados los puntos medios P, Q, R de los lados XY, 
YZ, ZX. 


SucEsTIÓN: Sean r, y, z número» complejos que representen los vértices desconocidos 
X,Y,Z, y p,q,r números complejos que representen P,Q, R. Entonces: z + y = 2 p; 
y+2=292+:x=2r. Por simplicidad de construcción el origen puede colocarse 
por ejemplo, en P. 


2. Construir un cuadrilátero XYZT dados los puntos medios P, Q, R, S de los lados 
XY, YZ, ZT, TX. El problema sólo es posible si P, Q, R, S satisfacen una cierta condición. 
¿Cuál es el significado geométrico de esta condición? Satisfecha esta condición, el pro- 
blema es indeterminado. 


3. Dados los puntos medios de cinco de los lados de un exágono, ¿cómo puede ubicarso 
el sexto para que existan exágonos tales que los puntos medios de sus lados sean los dados? 


4. Dados los puntos P, Q, R tales que dividan los lados del triángulo XYZ en segmentos 
cuyas razones Sean: 


construir el triángulo. Discutir la condición para la existencia de un verdadero trián- 
gulo. 


5. Los números complejos z = a + (b — a) t, donde a y b son complejos dados y £ un 
número real variable, representan puntos de la recta ab. Demostrar que las rectas 


z=a 4+ (bat ; 2=c+ (d—ot 
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son paralelas si 


y perpendiculares si 


6. ¿Cómo puede hallarse el punto de intersección de las rectas del problema 5 si no son 
paralelas? El valor de t para el punto de intersección está dado por: 


b—a a—c 
ae) (q) -o. 


7. Si 21, 22, za representan los vértices de un triángulo, demostrar que las medianas se 
cortan en un punto y hallar el número complejo correspondiente a este punto. 


8. Los números complejos 2;, 22, 23 representan los vértices de un triángulo z,zs*s de 
sentido positivo. Si a, b, c son las longitudes de los lados 212», 2223, 2123 y A, B, C log ángulos 


opuestos, demostrar que 
a —z a 2a—2 c 
2-22 A L (cos C + isen C) ; 2 m — (cos A — ¡sen A). 
Za — 22 b Za — Za b 


Además, utilizando la identidad 


(zı — 22) + (z2 — 23) + (z3 — 21) =“0 


demostrar que 
sen Á sen B sen € 


a b c 


b = acos C + c cos A; etc. 


* 9. La media geométrica Y 21 22 de los números complejos zı y 24 puede construirse 


de la siguiente manera: Dibújese la bisectriz l del ángulo 
comprendido entre Oz, y Ozz y por O la recta l’ perpendicu - 


lar a l. Tómese za simétricamente a zə con respecto a l, y 
dibújese un cfrculo que pase por los puntos zı, 22, 23 y corte 
a l en los puntos % y — Y. Estos dos puntos representan dos 
valores de la media geométrica. 


* 10. Con base AB = 2a construir un triángulo ABX co- 
nociendo el producto de los lados AX.BX = m? y la dife- 
rencia de los ángulos € ABX — 4< BAX = 3, 


SucEsTIióN: Tómese la base AB como eje real, el origen O 
en su punto medio, y sea X el número complejo que repre- 
senta el vértice incógnito X. Las condiciones del problema 
nos llevan a la ecuación 


X? =a? — m? (cos 3 — isen 3), 


X? =|ja+m o n a — m | cœ Be iina : 
2 2 2 2 


La construcción de X surge del Problema 9. 


o bien 


CAPITULO II 


POLINOMIOS DE UNA VARIABLE 


1. Las funciones racionales enteras o polinomios. — Una expre- 
sión de la forma 


aor” + axr! + ... +0, 


en la cual ao, 41, ..., 4, son números dados (reales o imaginarios) y la x 
es la variable, se llama función racional entera de x o polinomio en x. 
Las constantes o, Qi, ..., a, se llaman coeficientes, y los monomios se- 
parados: 


agar ;ajarl; .,. ;0n 


se denominan términos del polinomio. Si a, x 0, el polinomio es de grado n 
y Gox* es su término principal. Los términos con coeficientes iguales a 
cero usualmente se omiten; mientras que, por otra parte, antes del 
término principal pueden agregarse tantos términos con coeficientes 
cero como se desee y todos los polinomios así obtenidos son considerados 
idénticos. Aun cuando estrictamente hablando, un polinomio debe 
contener la variable x, sin embargo, por una cuestión de conveniencia, 
es costumbre considerar a las constantes distintas de cero como poli- 
nomios de grado cero. Un polinomio cuyos coeficientes son todos iguales 
a cero, se llama ¿dénticamente nulo y es reemplazado por cero. Al poli- 
nomio idénticamente nulo no se le atribuye grado. Dos polinomios se 
consideran iguales si son idénticos término a término; es decir, la 
igualdad: 


aot? + ar! +... + ar = bor” + db yx +... +b 


implica que: 


ao = bo ; a = bi; ...; an = bn. 


A menudo es conveniente introducir en la notación de polinomios 
el uso de signos de función: f (z); g (1); (z); etc.; y aún omitir la z, 
escribiendo simplemente: f, g, etc., si no puede darse lugar a dudas 
procediendo así. El resultado de la sustitución de un número a en lugar 
40 
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de z, en un polinomio f(x), es un número llamado valor numérico 
de dicho polinomio para x =a y se indica con f(a). Así, para los 
polinomios: 


Jo) =32*—x+2, g(x) = 4x2 — r + 2r—l, 
h (z) = 1222 —(3+ 12) +4, 


tenemos 
ÍlTD=0,90=3+31,A(1)=1. 


2. Multiplicación de polinomios. — La adición, sustracción y mul- 
tiplicación de polinomios se conoce suficientemente bien de los cursos 
elementales de álgebra. Solamente puede agregarse una observación 
de naturaleza práctica con respecto a la multiplicación. Si deseamos 
por ejemplo, multiplicar los polinomios: 


*2e=x+l y 2+:x+1 
la disposición usual de los polinomios es la siguiente: 


(2—=x+0x(4+x+1) 


E + rr + 1 


Este procedimiento, sobre todo cuando los polinomios a multiplicar 
tienen muchos términos, supone un trabajo inútil bastante considerable 
al escribir las potencias de x. Esto puede evitarse usando el método de 
los coeficientes separados. En este método escribimos solamente las suce- 
siones de los coeficientes de los polinomios que deseamos multiplicar, 
comenzando con los principales, y sin omitir los coeficientes nulos. 
Entonces, los coeficientes de uno de los polinomios se multiplican en 
orden por el primer, segundo, tercer, etc. coeficientes del segundo poli- 
nomio, y los renglones de números se disponen uno bajo el otro de tal 
manera que cada renglón esté desplazado un lugar a la derecha con 
respecto al precedente. Sumando los números que se encuentran en una 
misma columna obtenemos los coeficientes ordenados del producto, 
y finalmente restituímos las potencias de z faltantes. Por ejemplo, la 
operación realizada más arriba puede ordenarse como sigue: 


1—1 1 X 1 1 1i 


1-1 1 
i—i 1 
1—1 1 


1 0O 1 0 1I 
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de manera que el producto resulta: 
E is E O E is 
Como otro ejemplo, multipliquemos: 
ri H re — 2r +3 por 21—3x + 4r? —li. 


En este ejemplo el cálculo se dispone como sigue: 


1 0 1—2 0 3 x 2—3 4 0—1 
2—4 0 6 
—3 0—3 6 0—9 
4 0 4—8 0 12 
=1 01 2 0—3 
2 —3 6—7 9—2 —1l10 14 0—3 


de manera que el producto es: 
2r? — 3r? + 62 —724+925—22t—102 + ltz — 3. 


Uno de los renglones estaba compuesto de ceros, por lo que es obvio 
que podía omitirse. 

Debe agregarse una advertencia más de importancia teórica: Si dos 
polinomios no idénticamente nulos f(x) y g(x) tienen términos prin- 
cipales ao 2” y box”, el término principal del producto será 


Qo bo zr+™ 


y el coeficiente difiere de cero; por lo tanto f (x).g (x) es un polinomio 
no idénticamente nulo. En consecuencia, si 


f(x) g(x) =0 


uno de los factores debe ser un polinomio idénticamente nulo. 


Problemas 
Multiplíquense por el método de los coeficientes separados: 
1l2+ 242271 por aitt—aisi—+1l. 
2. 2113124 x—1 por r +3 x2?— 1. 
3. 114422 —51?—2 por 11 —4x3—512—2, 
4. 15-34 x2=212+1 po 32472—zx+1l. 
3. División de polinomios. — La división de polinomios requicre 
una explicación más detallada. Sean: 
JS (z) = aox* + ar! + ... + an 
g (x) = boz” + bis”! +... + bn 
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dos polinomios de grados n y m respectivamente, por lo que @, x 0 
y do 0, y supóngase que n > m. Eligiendo en forma apropiada una 
constante co se puede obtener un polinomio: 


J (2) — coz” g (x) = Jı (2) 


que si no es idénticamente nulo, será de grado n, < n; para ésto es 
suficiente tomar 


Mientras sea nı 2 m puede encontrarse una constante c, tal que: 
fi (x) — caro g (x) = fa (1) 


que si no es idénticamente nulo, será de grado ne < nı. Si n 2 m, 
puede repetirse el mismo proceso. Ahora, los grados de los « restos par- 
ciales > fı (2); fe(x);... forman una sucesión decreciente, de manera 
que habrá algún primer resto parcial f;+1 (x) que, o bien es idénticamente 
nulo, o es de grado n;y1 < m. Reemplazando f (2); fa(x);... ¡fe (2) 
por su valor, tomado de las identidades: 


$ (2) — coxr mg (x) = fi (x) 
Ji (z) —c2—mg (x) = fa (x) 


..... +... +... ... +. +... +... ... +... 


Jala) — cua Eo” g (£) = fen (2) 
y poniendo por brevedad: 
coar + eamm +... E = q (z) ; fina) = r (8) 
obtenemos la identidad: 
f (2) = g (x) q (2) + 7 (2), 


en la cual r (x) es de grado menor que m o es idénticamente nulo. Los 
polinomios q (x) y r (z) se llaman cociente y resto de la división de f (x) 
por g (x) y se encuentran por el proceso antes descripto, que es esencial- 
mente igual al que se enseña en los cursos elementales de álgebra. 

Igual que en la multiplicación, en la práctica es ventajoso evitar 
el escribir las potencias de z usando el método de los < coeficientes 
separados ». Por ejemplo, dividamos 


a+Xr+3rt—1 po t— 3r + 4r+l. 


Al escribir los coeficientes separados no deben olvidarse los coefi- 


44 TEORIA DE ECUACIONES 


cientes nulos de los términos faltantes. La operación se dispone como 
sigue: 


Dividendo Divisor 
1 1 0 0 3 0 0 0 — 1|1—3 0 4 1 
1—3 0 4 ı 1 4123282 
4 0—4 2 0 Cociente 
4 —12 0 16 4 


12 — 4 —14 — 4 0 
12 —36 0 48 12 0 
32 —14 — 52 — 12 0 
32 —96 0 128 32 — 1 
82 — 52 —140 — 31 — 1 
82 —246 0 328 82 
192 —140 360 83 Resto 


Por lo tanto el cociente y el resto son: 


rt + 4r + 1222 + 32x + 82, cociente 
194 z? — 140 r? — 360 x — 83, resto 


e idénticamente: 
242 +31 = (4 —380 4 42+ 1D (0t+ 4034 
+ 121? + 32x + 82) + 194 x? — 140 r? — 360 x — 83 


Si el resto de la división de f (x) por g (x) es cero, es decir, si 
f(x) = g (2) q (2) 


donde q (x) es un polinomio, se dice que f(x) es divisible por g (x) o 
que g (x) es un divisor de f (x). Lógicamente, ningún polinomio que no 
sea idénticamente nulo puede dividirse por otro de grado mayor. De 
esto puede inferirse que en una identidad de la forma: 


f(x) = g(x) q (z) + ri (2) 


donde q: (x) y r, (x) son polinomios y r, (x) es, o bien cero, o tiene grado 
menor que g (x), q, (£) y Tı (x) coinciden con el cociente y el resto obte- 
nidos por división. En efecto, si 


Fx) = g (2) qi (2) + rı (x) = g (x) q (2) + r (2) 


entonces 


g (x) [gi (£) — g (2)] = r (2) — n (2) 


que demuestra que r (z) —r,(x) es divisible por g (z). Es imposible 
que r (x) — rı (x) no sea idénticamente nulo, pues en ese caso su grado 
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sería menor que el de g (z) y no podría ser divisible por g (x). Por lo 
tanto rı (x) =g (x) y también q, (x) = q (x). 

La simple advertencia siguiente será necesaria más adelante: Si dos 
polinomios f y fı son divisibles por g, entonces para polinomios l y h, 
el polinomio 


P+Lf 


será divisible por g. En efecto, por hipótesis 
f=g 3f=9n, 


donde q y q, son polinomios; por lo tanto: 
f+ df =9(0+dq) 


es divsiible por g. 


Problemas 


Divídase por el método de los coeficiente separados 

1.12 4312622334322 —x +1 por t—2x+1. 

2.20 — 3284230458424 22—1 po 2724—32x4+2—1. 
3. 5—3 r? +62 —1 po 2+x+1. 

4. t9 +r +l porr +zr+l. 

5. (1 +1) — z’ — 1 por lẹ? +r +1). 


4. El teorema del resto. — El resto de la división de un polinomio 
por un binomio x-—c, donde c es un número arbitrario, puede encon- 
trarse sin realizar la división, por medio del siguiente teorema, que es 
importante a pesar de su simplicidad: 


Teorema del resto. — El resto obtenido en la división de f(x) por 
{x — c) es igual al valor numérico del ponromo f(x) para xr =cC, es 
decir, a f(c). 


DEMOSTRACIÓN: Por ser el divisor de primer grado, el resto será una 
constante r. Llamando al cociente q (2), tenemos la identidad: 


f2) = (209 (7)+r. 


Al sustituir x por c en esta identidad, debemos obtener números iguales. 
Ahora, por ser r una constante, no está afectada por esta sustitución 
y el valor del segundo miembro para z = c será 


(e —c)q(c) +r = 
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mientras que cl primer miembro es f (c); por lo tanto: 
r = f (c) 
lo que significa que, idénticamente en x, es: 
So) = (w -— c) q (2) + f(c) 
Se deduce de este teorema que f(x) es divisible por (x — c) sólo si 


S) = 0. 


Ejemplo 1. Demostrar que f (2) = z? + z°?—5xr +3 es divisible por z +3. En 
este caso ec = — 3, y por lo tanto tenemos que calcular 


f(—3)= -27+9+15+3=0 


por lo tanto f(x) es divisible por x + 3. 


Ejemplo 2. Demostrar que z” — c” es divisible por z —c. Esto es cierto puesto que 
e” — c” = 0; el cociente, hallado por división ordinaria, es: 


nl + cz”? +e ¿n—3 +...+ eel, 


Ejemplo 3. ¿En qué condiciones x” — e” es divisible por x + c? En este caso debe 
sustituirse z = —c en 2” + c”; el resultado de la sustitución es: 


(— c)” + e” 


œ + c” = 2c” si n es par, 


(— c)" + c = — c” +c” =U si n es impar. 


Por lo tanto z” + c” es divisible por z + c (para c 4 0) sólo si n es impar, y para un n 
par el resto después de dividir es 2 ¢”. 


Problemas 
Sin efectuar la división demostrar que: 
1. 124304322432 +2 es divisible por z + 2. 
2. z5 — 3 xt + r? — 2 z — 3 es divisible por z — 3. 


3. Si a y b son distintos y f (x) es, separadamente, divisible por z — a y z — b demos- 
trar que es divisible por (x — a) (z — b). 


Sin efectuar la división demostrar que: 

4.21 — 7r — 2r? +13z +6 es divisible por r?—5zr + 6. 
5. 216 +2 r5 trt +2 r? +r? +2 es divisible por z? + 1. 

6. +4 +3 +223} +zr +1 es divisible por r? +r +1. 


7. Demostrar que (1 + 1)” — 22 — 1 es divisible por z? + x + 1 sólo si n es un nú- 
mero impar no divisible por 3. 
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5. Regla de Ruffini. — El cociente de la división por (x — e) puede 
determinarse por un procedimiento muy conveniente, conocido como 
Regla de Ruffini. En la identidad del Párrafo 4 


S) = (z —ce)g (z) +r 
sustituyamos el cociente i 


q (£) = bor! + bir? +... + bni 


donde bo; bı; de; ... ;bn- 1 son coeficientes que se determinarán. 
Efectuando la multiplicación, tenemos: 
(x — c) q (x) = box” + (bı — cbo) z”! + 
+ (de — cbi) "2 + ... + (ba—ı — cbr—2) £ — Cbp.. 
y 
(x — c) q (x) +r = box” + (bi — cbo) ar + 
+ (de — cb1) 1292 4... + (bn—ı — cbr) £ +r — cbr. 
Como este polinomio debe ser idéntico a 
Qoz? + ay ar +... + 07-17 t an 
para doterminar bo; b1; bz; ... ;0n—1 y r igualamos los coeficientes de las 
mismas potencias de z, obteniendo el grupo de ecuaciones: 
bo = ao ; bı — cbo = 41 ; ba — cbi =02 5... ; 
bn—i — Cbn2 = Ani ; T — Chp1 = Qn 
de donde se desprende que bo, bi, ..., Þn y r se calculan ordenadamente 
de la siguiente manera: 
bo = ao ; bi = ai + cbo ; bz = az + cbi ;...3} 


dai = Ani + Cbnr—2 ; r = an +Cda1. 


El cálculo es de naturaleza recurrente, y 2n la práctica puede ordenarse 
más convenientemente así: 


c) do a @z... ana an, 
cbo cb, ... cbr- èb 
do = bo bı ba rege ba—ı r resto 
AA És jo v 


coeficientes del cociente 


Todos los coeficientes de f (x) están escritos sin omisiones en el pri- 
mer renglón, comenzando con el ay. El tercer renglón comienza con 
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ao = bo que se multiplica por c, el producto se escribe en el segundo 
renglón y se suma a as; la suma b, se escribe en el tercer renglón. Nue- 
vamente, b, se multiplica por c, el producto se escribe en la segunda lí- 
nca y se suma a 4»; la suma se sitúa en el tercer renglón, y el mismo 
procedimiento se repite hasta que, en la última columna, se encuentra 
el resto r. 

Las expresiones independientes para bo, bi, ..., bn—ı, r que sa obtienen 
por sustituciones sucesivas son: 


bo = 40 ; bi = aoc + a ; b: = aoe + arc +a: j...; 


bn—ı = aoc”! + aer... + Gai 


r = aoc” + ac™! + aac? +... + an = f(c) 


que es una segunda comprobación del teorema del resto. 
Considerando la sucesión de polinomios: 


fo = do ; fji = afo + ai ; fo = tfit az j... ; fa (£) = tfn (£) + an 


es evidente que: 
filz) = aozi + ar! +... H ai. 


Por lo tanto 
bi = fi (c) i = 0,1,2,..., 1—1, 


y 
fila) = (£ — c) [fo (c) 1t} + file) t2 +... + fir (c)] + $: (c) . 


El proceso precedentemente descripto para la obtención del cociente 
y el resto cuando se divide f(x) por (x -—c) se conoce como Regla de 
Ruffini. Siendo el resto f(c), la regla de Ruffini nos provee un medio 
conveniente para calcular el valor numérico de un polinomio para un 
valor dado de la variable. 


Ejemplo 1. Encontrar el cociente y el resto de la división de 
3111 +52%——6r—8 po +2. 


Los cálculos necesarios se disponen como sigue: 


—2) 3 —7 5 0 1 — 6 —8 
— 6 26 —62 124 —246 504 
3 —13 31 —62 123 —252 496 


Luego el cociente es: 


3 15 — 13 13 + 31 r? — 62 2? + 123 z — 252 
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y el resto 
r = 496. 
Ejemplo 2. Dividir 
5167 +6r?!—2r +4 porzr—l. 


En este caso el proceso por la regla de Ruffini se reduce a sumas y puede disposerse 
en dos renglones, como se indica: 


1) 5 0 —7 6 —2 4 
5 0 —2 4 2 6 


de manera que el cociente es: 


545244242. 


y el resto 
r=6. 


Una simplificación similar ocurre cuando c = — 1, en cuyo caso el 
proceso consiste únicamente en restas. 


Problemas 


Mediante la regla de Ruffini determínese el cociente y el resto de dividir: 


1.21—6x24+7x—5x+1  porz+2. 


2. — 2472342? por zt — 3. 

3. 6r? —l0r +5r4+3 por z — 1,2, 

4. 10 r3 — 2r +43zr—1 por 2z —3. 

5. +r r +i por 3x +2. 

6. (n—1) 1% —nr™' +1 por (z— 1}. 

7. Calcular f (0,75), siendo f (1) = — 3r: +62*—2x+1l. 
8. Calcular f (— 0,3), siendo f (1) = — 2214 62*—2? +2, 


6. Regla de Horner. — Dado que según el desarrollo de Newton, 
toda potencia 
z” = [c + (z —c)]" = cr + mer (z — c) + 
m (n — 1) 
1.2 


+ ca (r — cet... 


puede expresarse én potencias de x —c, siendo c un número arbitrario, 
cualquier polinomio puede desarrollarse en forma similar. Sea 


J (2) = Ao + Ai (£ — c) + A: (2— c+... + Aníx — 0)". 
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Los coeficientes de este desarrollo pueden determinarse en forma muy 
conveniente por aplicación repetida de la regla de Ruffini. En efecto, 
escribiendo 
J (2) =4A0Hx—c) fi (2) ; $ (0) =41+4Az (2—c) +... HAn(a—c)r 1 
fı (£) = Ar+lu—o) fa (2) ; fa(1)=42 +... +4n (1—c)"-2 


oO... .... o... ......... <<... ......1..020.0—..<. 0.0... +. 0... 0.0.0 ...000.0...0. 01. 0.0.0.0... 0... 


es evidente que Ao se obtiene como resto de la división de f (xz) por 
(x —c); Ar como resto de la división del segundo coeficiente' fz (x) 
por z—c, etc. La disposición de este procedimiento conocido como 
Regla de Horner se entiende mejor mediante ejemplos. 


Ejemplo 1. Desarróllese según las potencias de x — 1: 
fE) = 4r — 6r t3 r 4201 


En este caso la Regla de Horner se simplifica, reduciéndose a sumas 


) 4 —& 3 1 ~ 
4 2 1 2 1 0 
4 2 3 5 6 T 
4 6 9 14 g 
4 10 149 
4 14 
, Žž 


Los números subrayados, leídos de derecha a izquierda, representan los coeficien- 
tes Ao, As Aa, ..., An. Luego: 


f(x) =0+6(- 1) + 14 (z — 1) + 19 (2 — 1} + 14 (1 — 1} + 4 (2 —1)5, 


Ejemplo 2. Desarróllese 
f(x) =*—6122+1 


en potencias de z + 2. El esquema de cálculo de la Regla de Horner es, en este caso: 


—2) 1 o < 0 1 
—2 4 4 —8 
1 =a 2 4 7 
—2 812 — 
1 6 —8 
—2 12 7 
1 SS 18 
—2 
T Eg 
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Por lo tanto: l 
zt — 6r? 4+1 = — 7—8 (z +2) + 18 (2 + 2) —8 (zr + 23 + (z + 2)1 


es el desarrollo pedido. 


Problemas 
Desarróllese: 
1. 15 — 2 en potencias de xz — 1. 
2. 15—62x* + x*—1 en potencias de z +1. 
3. —414+215—zx +1 en potencias de z + 2. 
4.311 + 6x1 + x*— 1 en potencias de z — 0,3. 


7. Fórmula de Taylor. — Los coeficientes del desarrollo de un poli- 
nomio en potencias de z — c, dependen de una manera simple, de los 
valores numéricos de este polinomio y de sus derivadas en z = c. Mien- 
tras la noción de derivada de una función, en general, está íntimamente 
ligada a la idea de límite y por lo tanto, pertenece con más propiedad 
al cálculo diferencial, en el caso especial de los polinomios, las derivadas 
pueden definirse algebraicamente sin referencia alguna a límites. La 
derivada f'(x) de un polinomio f (x) puede definirse como el coeficiente 
de la primera potencia de h en el desarrollo de f(x + h) en potencias 
crecientes de una variable auxiliar h. De esta definición y del desarrollo 
del binomio: 


(2—cCc+h) = (2 — ce) + n (x —ojrlh+... 


se deduce inmediatamente que la derivada de (x—c)” es n (x —c)””* 
y, en particular, que nz”! es la derivada de z”. Aún más, es evidente 
que multiplicando un polinomio por una constante, su derivada queda 
multiplicada por esa constante y que la derivada de la suma de poli- 
nomios es igual a la suma de sus derivadas. De esto es fácil sacar la. 
conclusión de que la derivada de 


J(12) = aoz” + arz”! +... + 0-12 +45, 


es 
f' (1) = nar 14 (n—1)azr?2+... + anmi. 


Puesto que f' (1) es un polinomio, podemos considerar su derivada, 
que se llama segunda derivada f” (z), de f(x). En forma similar, la. 
derivada de la segunda derivada es la derivada tercera, f'” (x), de f (z), 
etcétera. 

Ahora, tómese el desarrollo 


f (2) = Ao + Arlz—o) + A(z — c) +... + Aríz—o)* 
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y fórmense las sucesivas derivadas de ambos miembros: 

FS (2) = A +42 4A:(z—c) +34: (z —c)} +... +n dn (z— c)" 
f” (1) = 2 Aa + 3.2.43 (x —c¢c) +... + n(n — 1) Ar (x — c)" 
S” (£) = 3.2.43 + 4.3.2.4 (z — c) +... 


Tomando aquí x = Cc, encontramos 


2 : =f . s” (o) ; < f" (0). 
A0=$f(c0) ; Ar =$ (c); Az O Az WM 


y, en general: 
ON 
MEA 


Luego, el desarrollo de f (z) en potencias de (x — c) toma la forma 


Jæ =f + TO to) a + 
| $e (e) 


A E 
$ 1.2.3... n 


(x — c)" 


que se conoce con el nombre de fórmula de Taylor. La regla de Horner, 
que sirve para calcular los coeficientes de este desarrollo, constituye un 
método conveniente para calcular los valores numéricos de un polinomio 
y sus derivadas para un dado valor de su variable. 


Problemas 


Calcular el valor numérico de los siguientes polinomios y de sus derivadas para el valor 
de x indicado: 


1. — 4 6r +r—i paraz=l. 


2. 2z5—7xr3— 10r? +2z—6 para r= —l1. 

3.4r3— Tzr? +5r+3 para r= —2. 

EI AA aae] 

. —rt — — È + — r? — r ra 1I==—-: 
4 2 6 3 p3 2 


8. Máximo común divisor de dos polinomios. — Dos polinomios 
pueden ser divisibles por un mismo polinomio, que se llama entonces 
común divisor. Por ejemplo, los polinomios: 


2444 i—2= (rtl) t2) (re Harl) 
str tAr t3 H3 +2 = (x + i)(z+42) (rt rr +r +l) 
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tienen los divisores comunez 
2+1323+2;((+D(1+2 =324+ 3242. 


De todos los divisores comunes de dos polinomios, se asigna especial 
interés al divisor común de grado máximo. Esta expresión se denomina 
máximo común divisor. Veremos en seguida que el máximo común divisor 
es esencialmente único, y que puede encontrarse por una serie de opera- 
ciones regulares. Sean dos polinomios dados f y fı. Dividiendo f por fi, 
sea q: el coeficiente y fz el resto tal que 


J=fQ0+f. 


Si f2 no es un polinomio idénticamente nulo, podremos continuar 
dividiendo fı por fz, obteniendo un cociente q» y el resto f; tal que 


j= hgt f. 


Nuevamente, sì fs no es idénticamente nulo, la división de f. por fs 
lleva a otra identidad 


fe =f303 + fi; ... ete. 


Desde que el grado de los polinomios fı; fz; fs; ... disminuye y las 
operaciones pueden continuarse mientras el último resto obtenido no 
sea un polinomio idénticamente nulo, debemos llegar a un resto f, que 
divida exactamente al resto precedente, de manera que tendremos r 
identidades: 

f =fqa+J: 

fı = faqe + fs 
fe— zp Fes Gr—1 + J 
Fri = fe ar. 


De estas identidades puede inferirse: primero: que f, es un divisor 
común de f y fı; y segundo: que cualquier divisor de estos polinomios 
divide a f.. Para demostrar el primer punto observamos que f, divide 
a f.—1, por lo tanto divide también a 


Sr = fra + Fe: 


Nuevamente, desde que f, divide a f.—1 y fr— dividirá a f, 3 y conti- 
nuando de la misma manera, podemos deducir finalmente que f, divide 
af y f. 

Para demostrar el segundo punto, supóngase que d divide a f y fa 
Entonces, como se puede ver de la identidad 


f=Sf-Ífq, 
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d dividirá a fı y f2. En la misma forma, la identidad 
fi = fı ~f: q2 


demuestra que d divide a fz y f:; continuando el mismo razonamiento, 
concluímos que d divide a fı y fr. Desde que todo divisor común de 
f y fi divide a f, ninguno de ellos puede ser de mayor grado que f, 
por lo tanto, f, es un divisor común de grado máximo; y, sì d es otro 
divisor común del mismo grado, divide a f, y el cociente es una constante. 
Luego, hay infinitos divisores comunes de f y fı de grado máximo, pero 
todos ellos son de la forma 


cf, 


donde c es una constante arbitraria. En cuestiones de divisibilidad, los. 
polinomios que difieren únicamente en un factor constante, no pueden 
ser considerados como esencialmente distintos. En este sentido hay un 
único máximo común divisor, que puede ser el polinomio f,, determina- 
do de acuerdo al algoritmo descripto anteriormente, o bien cf,, donde 
la constante c se elige de manera de tener cl resultado más simple. 

Puede suceder que cl mismo f, sca una constante en este caso los 
polinomios no tienen divisores comunes y se denominan polinomios sin 
divisores comunes o polinomios primos entre sí. El procedimiento de 
divisiones sucesivas por medio del cual se determina el máximo común 
divisor es similar al algoritmo de Euclides que se usa en aritmética 
para encontrar el máximo común divisor de dos enteros. Por analogía 
se llama algoritmo de Euclides aplicado a los polinomios. 


Ejemplo 1. Encontrar el máximo común divisor de 


Í 


t2 E Es Ed 


fh=wv4+444—x-—2 


El primer paso en el algoritmo de Euclides es dividir f por fı. La división se rea- 
liza con los coeficientes separados como sigue: 


1 2 0 1 3 3 2 1 4 4 —1 —2 
1 4 4 -2 roo a oe 
—2 — 2 5 3 
—2 —8 —8 2 4 
4 10 3 — 2 


El primer resto es 
fi = —6r*—13r+3x +10. 


Ahora tenemos que dividir fı por fz- Esta división introduciría coeficientes fracciona- 
rios y, para evitar este inconveniente, podemos multiplicar fı por 6; de esta manera fs. 
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estará multiplicado por una constante, la cual no tiene importancia para nuestro propó- 
sito. La siguiente operación es, por lo tanto: 


6 24 24 —6 —12 —ô —13 3 10 
6 13 —3 —10 —1 —11 
11 27 4 —12 


Nuevamente, para evitar fracciones, multiplicamos los números del último renglón 
por 6; esto cambia el resto final de manera que en lugar del f: que obtendríamos por el 
procedimiento corriente, tendremos f, multiplicado por una constante. La operación 
continúa así: 

66 162 24 —7 
66 142 —33 —110 


19 57 38. 


Todos los coeficientes tienen aquí el factor 19; simplificando podemos tomar como f: 
fi=x+32x+2. 


Téngase en cuenta que en el renglón en que se escriben los coeficientes del cociente, 
los números ya no representan dichos coeficientes. Pero esto no tiene importancia, ya 
que no nos interesan los cocientes, sino solamente los restos y de éstos no nos preocupan 
los factores constantes. Ahora tenemos que fividir f: por fa. Esta división 


—6 —13 3 10 1 3 2 
—6 18, —2 Dr e 
5 15 10 
5 15 10 
0 


finaliza con resto nulo. Por lo tanto las operaciones terminan aquí y el máximo comán 
divisor pedido puede ser 


2+3xr+2. 
Ejemplo 2. Encontrar el máximo común divisor de 
f=W=i—284+2224+x—1 
fi=5rt— 4r — Âr +H4r++l 


Aquí, antes de cumenzar la división, se multiplican todos los coeficientes del primer 
polinomio por 5; entonces, el procedimiento continúa de la siguiente manera: 


5 —5 —10 10 5 —5 5 —4 SW 4 1 

5 4 —6 4 1 A a e 
Multiplíquese —1 — 4 6 4 —5 
por 5 —5 —20 30 20 —25 
—5 4 6 —4 — 1 
Simplifíquese —24 24 24 —24 
por 24 1 —1 —1 1 


Podemos tomar: 
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Luego: 
5 —4 —6 4 1 1 —1 —1 1 
5 —5 —5 5 5 1 
1 —1 —1 
1 —1 —1 1 
0 


y puesto que no hay resto en esta división: 
fh=wv—2e—x+1l 
es el máximo común divisor pedido. 


Nora: Si todas las identidades del algoritmo de Euclides aplicado a f y fı se multiplican 
por un polinomio arbitrario g, es evidente que 


af: 5 gfs; ---39fr 


serán los restos sucesivos, de los cuales el último gf,, divide al precedente gf,—¡. En con- 
clusión: si el máximo común divisor de f y fı es d, el de gf y gf, será gd. En particular, 
si f y fı son primos entre sí, puede tomarse g como máximo común divisor de gf y gfi. En 
el Capítulo XII se hará referencia a esta observación. 


Problemas 


Encuéntrese el máximo común divisor de los siguientes polinomios: 

1. f =2rt 42r —3r?—2zr+1;fjar +2 +2r+1. 

2. f =11—61r-812—3;f = 14 —3x—2. 

3.f=21 442422 HH 154 =62— 220404212041. 

4d =2:04+323+24708 744224434554 21 snarl. 

5. /=10%-—9*-12224+2 —2—1l;f =43 +:2i—7—8x—x+1. 


CAPITULO III 


LAS ECUACIONES ALGEBRAICAS Y SUS RAICES 


1. Las ecuaciones algebraicas. — Sea f (x) un polinomio con coefi- 
cientes reales o complejos y grado = 1. Igualándolo a cero tenemos la 
ecuación 


f(x) =0 


que se llama ecuación algebraica. En esta ecuación la x representa un 
número desconocido que la satisface, es decir, que sustituído en f (x) da 
cero como resultado. Cualquier número que satisface la ecuación pro- 
puesta se llama raíz; el problema de resolver una ecuación consiste 
en encontrar todas sus raíces. Las raíces de una ecuación f(x) =0 a 
menudo se llaman raíces del polinomio f (x). Si el grado del polinomio 
es n se dice que la ecuación correspondiente es de grado n. De acuerdo 
a que sea n =1,2,3,4,..., etc. tenemos las ecuaciones de la forma: 


ar+a=0 
ar?+ar+a=0 
ar+axr+tar+a=0 
att + ar t ar H arta =O 
etc. 
de grado 1, 2, 3, 4, etc. o ecuaciones: lineal, cuadrática, cúbica, cuártica, 
etc. Se supone que el coeficiente principal ay es distinto de cero, aun 


cuando ninguna condición se impone a los otros coeficientes. 
Si c es una raíz de la ecuación 


f(x) =0 
se deduce del teorema del resto que f (x) es divisible por (x — c), así que 
f(x) = (z — c) fı (2) 


donde fı (z) es un polinomio de grado n — 1, e inversamente, en caso 
de que f(x) tenga el factor z — c, el número c es una raíz de este poli- 
nomio. Si cı es otra raíz distinta de c, tal que f (cı) = 0, entonces, susti- 
tuyendo cı en la identidad precedente, tenemos: 


(la —c) fila) =0; 
57 
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de donde, desde que cı — c 0, se desprende que f, (c,) =0, es decir, 
f(x) es divisible por x — cı, o sea: 


Ji (2) = (z — ci) fa (x) 
donde f.(x) es un polinomio de grado n — 2. Por consiguiente: 


Í (z) = (z — c) (z —c1) f2 (x) 


lo que demuestra que, teniendo dos raíces distintas c y c,, el polinomio 
es divisible por (x — c) (x —e1). Continuando de la misma forma, po- 
demos concluir que f(x) será divisible por 


(z — c) (£ -— c) ... (E — 041) 


si la ecuación f (x) = 0 tiene m raíces distintas: C, C1, C2, ..., Cm—1. 

Dos resultados importantes pueden derivarse de esta conclusión: 
Primero: queda demostrado que una ecuación de grado n no puede tener 
más de n raíces distintas. En efecto, supóngase que c, Ci, €z, ...,Cn—1 
son n raíces distintas de la ecuación f(x) = 0; entonces, f(x) es de 
grado n y es divisible por (z — c) (x — cı) ... (1 — Cn—1), que es también 
un polinomio de grado n. Por lo tanto su cociente es necesariamente 
una constante que es igual al término principal as de f (x), de modo que: 


f (x) = ao (x — c) (£ —c1) ... (1 — Cnm) 


y el producto del segundo miembro no puede anularse para otros valores 


de x distintos de c, C1, C2, - . -, Cn—1. Segundo: si se conoce un número 
m <n de raíces distintas c, ĉi, ...,Cm—1, las raíces restantes se encon- 
trarán resolviendo la ecuación reducida: 
J (2) 
In) = ——— ~ =0, 
(z — c) (z — c1) ... (£ — Cm) 


de grado n — m. Para obtener la ecuación reducida es provechoso divi- 
dir sucesivamente por cada binomio (x — c) (x —C1) ... (2-—Cm—1), 
utilizando la regla de Ruffini. 


Ejemplo 1. Resuélvase la ecuación cuártica: 
ri— 5r? —l0r—6=0 


conociéndose dos raíces: — 1 y 3. Los cálculos para obtener la ecuación reducida se dis- 
ponen como sigue: 


—1) 1 0 —5 —10 —Ó$ 
3) 1 —1 — — 6 0 
3 6 6 


1 2 2 0 
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La ecuación reducida es 
2n+2:14+2=0 
y tiene las raíces 


—1+3;-—t-1. 


Por lo tanto, además de las dos raíces reales —1 y 3, la ecuación propuesta tiene dos 
imaginarias: — 1 +1 y — 1 — i; y siendo estas cuatro raíces distintas, no hay otras 
raíces. Al mismo tiempo se tiene el factoreo 


zt — 5r: —1l0z +6 = (z +1)(r—3) (z +1 +i) (+11) 


del polinomio dado en factores lineales, dos de los cuales tienen coeficientes imaginarios. 
Sin embargo, al efectuar multiplicaciones tenemos: 


C+1+4DG+1—0D)= (+ D!+1=2324+22%4+2 


y es así que el mismo polinomio está factoreado ahora en dos factores lineales y uno 
cuadrático, pero de coeficientes reales 


zit —52—102—6=(2+1M (2 —3) (e +22 +2). 


Aun cuando una ecuación de grado n no puede tener más de n raíces distintas, algunas 
veces el número de éstas puede ser menor que el grado de la ecuación. Asf, en las ecua- 
ciones: 

2+21+1=0 


v—ri—x+1=-=0 
+ n=0 


la primera tiene sólo una raíz: — 1; la segunda sólo dos raíces: 1 y — 1, y la tercera dos: 
O y — 1. Téngase en cuenta, sin embargo, que los polinomios correspondientes: 


24+223+1=(2+1)(2+1) 
z? — zr? — r +41 = (2-1) (-1) (+1) 
ttre E=... (z+ l1) 


están factoreados en 2, 3 y 4 factores lineales respectivamente, algunos de los cuales 
aparecen repetidos. 
Problemas 
1. Escríbase una ecuación cúbica con las raíces 0; 1; 2. 
2. Escríbase una ecuación cúbica con las raíces 1; 1 +1; 1— i. 
3. Escríbase una ecuación cuártica con las raíces 1; — 1; 1 +1; 1 — i. 


4. Resuélvase 
20 r? — 30r? + 12x—1 =0 


1 
siendo > UNA Taíz. 
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5. Una raíz de la ecuación cúbica 
a—(Qa+ lD)zi+ala+2r—a(a+1)=0 
es a +1. Hállense las restantes. 


6. Resuélvase 
22% ——17224+152+9=0 


si:l + y2 yl —v2 son raíces. 


7. Hállese el polinomio de menor grado que se anula para x = —1; 0; 1 y toma el 
valor 1 para z = 2. 


8. Hállese el polinomio de menor grado que se anula para z = 0; 2 + 1; 2 —1 y toma 
los valores 1 y — 1 para t =—1 y x=1. 


9. Resuélvase 
2—=2(1+0):22—(-—21)2+2(1+22)=0 
dada la raíz 1 +21. 


10. Resuélvase 
a—(14+42)384+(—4+0232+(3+60)2+3-31=0 
dadas las raíces i y y 3. 


2. Teorema de identidad. — Del hecho de que el número de raíces 
distintas de una ecuación no puede exceder su grado, puede deducirse 
fácilmente el importante teorema que sigue: 


Teorema de identidad. — Si dos polinomios f(x) y f(x), ambos de 
grado no superior a n, toman valores iguales para más de n valores distintos 
de x, son idénticos. 


DEMOSTRACIÓN: Supóngase que cı, Cs, ..., Cm son los m > n números 
distintos para los cuales f (1) = f, (x), es decir, para los que 


fa) = filea) ; (co) = Sa (e2) 5... ¿$ (Cm) = $1 (Cm) - 


Si 
F (2) = f (=) — $ (2) 


no es un polinomio idénticamente nulo, entonces su grado m no es su- 
perior a n. Sin embargo, la ecuación 
F(x)=0 


tiene m raíces Ci, C2, ..., Cm todas distintas por hipótesis. Dado que 
m > n, el número de raíces distintas de esta ecuación excede su grado, 
lo que es imposibte. Por lo tanto F (x) es idénticamente nulo y los poli- 
nomios f(x) y f(x) son idénticos término a término. 
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El teorema que se acaba de demostrar tiene útiles aplicaciones. Aquí 
enseñaremos solamente una. 


Ejemplo. Por el desarrollo de Newton, para cualquier exponente entero y positivo 
n se verifica: 


n n (n—1) n (n — 1) (n — 2) 
A A A an 
UE toet ea e 1.2.3 aE 
Los coeficientes 
Ea n —  n(n—1) n (n — 1) (n — 2) 
1? 1.2 g 1.2.3 Aa 


son los coeficientes binomiales. Introduciendo la notación usual 


(*) t(t—1)... (t—r +1) 


, parargl, 
¿A v p z 


r 


el desarrollo puede escribirse así: 


aroma jar (jar +5) 
1 2 n 


Escríbase un desarrollo análogo para otro exponente entero m: 


aroma (qe. moja 


` m 


y multiplíquense. El coeficiente de cualquier potencia x* dada, debe ser el mismo en ambos 
miembros. Multiplicando los segundos miembros, este coeficiente resulta ser: 


(AGZAT) el) 


y debe ser el mismo que el coeficiente de x* en el desarrollo del producto de los primeros 
miembros, es decir: 
Q +r) +r)” s (1 +z)”. 


Se ve fácilmente que este coeficiente es 


(man) 


Luego, tenemos una identidad numérica: 


DAAE lr) 


para enteros positivos m, n, k arbitrarios. Reemplácese ahora a los enteros m y n por 
una variable z; el primero y segundo miembros de (1) se transformarán en polinomios 


AA +(;) 
se =(%) 
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de grado k. Para tcdos los valores enteros z = 1,2,3,..., por lo que se ha demostrado, 
estos polinomios toman iguales valores; luego, son idénticos y por lo tanto la identidad 


e E] 


se cumplirá para todo valor de z y no sólo para valores enteros. En particular, tomando 
z = k y teniendo en cuenta que, en general 


(etalat 


encontramos una expresión muy interesante para la suma de los cuadrados de los coeti- 
cientes binomiales 


kẹ [(ErDY. [(ER—D(Kk—2) Y (EF D(+2)...2k 
(+ 1.2 J+ 1.2.3 J+ 1.2... k 


Aquí, por supuesto, k es un entero positivo. 
Por un razonamiento similar, pero un poco más complicado, puede demostrarse que 
para z e y arbitrarios 


A R (0-77). 


que generaliza (1). La demostración directa de estas expresiones sin recurrir al teorema 
de identidad no sería fácil. 


Problemas 


1. Usando las identidades de este párrafo demostrar 


pit 1 y ABD 1.3 g 
TI 2k—0 1.2 (2k —1) (2k —3) 
k (k — 1) (k — 2) 1.3.5 _  246...2% 
1.2.3 (2k—1)(2k=3)(2k—5) 1.3.5... (2k —1) 
1 
para cualquier entero positivo k. Tómese z = — ar 
2k 1 2k(2k—1) 1 
2. 1 + ÁKáKÑKÁáÁ + — t AAA IMM 
2k—3 2 ` (2k—3)(2k—5) 2.4 
2k(2k—2)(2k—4) 1.3 4 bi 
(2 k — 3) (2 k — 5) (2 k.—7) 146 
1 


para cualquier entero positivo k > 1. Tómese x = cul 


3. Tomando z = — 2 demostrar que 


my? pp- FEED EFD 


6 


3. El Teorema fundamental del Algebra. — Nunca se recalcará 
suficientemente que no todo problema matemático que requiera la 
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determinación de algo, puede ser resuelto. Por ejemplo, si se requiere 
encontrar un número real cuyo cuadrado sea — 1, es obvio que tal 
requerimiento es imposible de satisfacer. Por lo tanto, cuando se da una 
ecuación algebraica y tratamos de encontrar sus raíces, aún admitiendo 
los números complejos, no resulta evidente que el problema sea resoluble. 
En este caso, sin embargo, todas las dudas se disipan por un teorema que, 
debido a su importancia, se llama teorema fundamental del álgebra. 


Teorema fundamental. — Toda ecuación algebraica con coeficientes com- 
plejos arbitarios trene siempre por lo menos una raíz real o imaginaria. 

Se conoce un gran número de demostraciones de este teorema, pero 
ninguna es suficientemente simple como para ser desarrollada en este 
lugar. Por lo tanto, lo tomaremos como base para desarrollos futuros, 
pero sin demostrarlo. La demostración se encontrará en el Apéndice I. 

Sea f (x) un polinomio con coeficientes complejos, de grado n, y con 
coeficiente principal ay. Por el teorema fundamental hay un número 
real o imaginario a, tal que f (a1) = 0. Luego f (x) es divisible por x — ar 
y podemos poner 


f (2) = (z — a) fı (2), 


siendo fı (x) un polinomio de grado n — 1 cuyo coeficiente principal es ao. 
Por el mismo teorema, la ecuación 


f(x) =0 
tiene una raíz real o imaginaria «z y por consiguiente: 
Jı (£) = (£ — as) fa (x) 


donde f: (x) es de grado n — 2 y con coeficiente principal ao. Si n > 2, 
cl mismo razonamiento puede ser repetido hasta que se llegue a un poli- 
nomio de primer grado, fn—ı (x), con la raíz a, y coeficiente principal 
As, tal que 

Fn— (x) = Qo (z Eg Un) . 


De la sucesión de identidades 
1 (2) = (z —- a) fi (2) ; fı (2) = (@ — a) fa (2) ;5-..; 
fn—1 (2) = ao (£ — an) 
por sucesivas sustituciones encontramos: 
f(x) = ao (£ — a) (£ — az) ... (£ — ap). 


Esto significa que todo polinomio de grado n puede ser factoreado en 
n factores lineales, no contando entre ellos la constante an. Estos factores 
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no necesitan ser distintos. Supóngase que entre los números 4, %, -.., An 
tenemos 


a números iguales a a 


B números iguales a b 


A números iguales a l 


Luego, combinando los factores iguales, vemos que 
f(x) = a(x — a) (x — b)! ... (z — D>. 


Los números a, b, ..., l representan todas las raíces distintas de la 
ecuación f (1) = 0. Su número puede ser menor que n —grado de la 
ecuación — mientras que el número total de factores lineales es n. Para 
restablecer la correspondencia entre el número de raíces y el número 
de factores lineales se introduce la noción de raíz múltiple. Una raíz a, 
correspondiendo a la cual el factor z — a aparece a veces, se dice que es 
una raíz de multiplicidad a y se cuenta como « raíces iguales a a. En 
el caso de que a = 1, la raíz se llama raíz simple; en el caso de que a = 2, 
3,4, ... se llama raíz doble, triple, cuádruple, etc. Si cada raíz se cuenta 
de acuerdo a la multiplicidad, la proposición de que una ecuación de 
grado n tiene siempre n raíces iguales o desiguales, es válida universal- 
mente. Si a es una raiz de multiplicidad a, entonces en el factoreo de 
J (x) el factor z — a aparece a veces. Luego, f (x) es divisible por (2 — a)", 
pero no es divisible por (zx — a)*+?, En efecto, el cociente 


$ (2) -J0 ao (£ —b)è... (z — I)a 
(x — a)* 
no se anula para r = a, ya que todas las diferencias a —b;... ;a—l, 


son distintas de cero; luego ¿$ (x) no es divisible por (z — a)*+! La 
condición para que una raíz a sea de multiplicidad « puede ser expresada 
de una manera diferente. Desarrollando f(z) en potencias de (z — a), 
por la fórmula de Taylor: 
t 1t 

TOORE TETEE: 
O 
1.23...2n 


+.. + 


(z — a)" 


aparece claro que la divisibilidad por (z — a)”, requiere el cumplimiento 
de las siguientes condiciones: 


f(a)=0;f$()=0;...;fD(a)=0 
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y una vez que estas condiciones se satisfacen: 


Jo (a) fo (a) 


f(x) ET a ES co. a UA 


Luego, si f (x) no es divisible por (z — a)*+!, debe suceder que f® (a) 
no sea cero. Consecuentemente, la condición para que una raíz a sea 
de multiplicidad « es que: 

f(a)=0;f(0)=0;...;feB(a) =0 
pero 
fo (a) 0. 
Así, si a es raíz simple 
f(a)=0 pero f'(a) 0; 
si a es raíz doble 
f(a) =f'(a) =0 pero f”(a) 0; 

si a es raíz triple 


f(a) =f'(a) =$" (a) =0 pero f'(a) =0 


ete. 


Ejemplo 1. La ecuación 
f(x) =r — nr +n—1=0;n>1 


se satisface para z = 1: ¿Cuál es la multiplicidad de esta raíz? 
Tenemos 
f! (0) = nal —n 
f(x) = n (n — 1) z”? 
Luego: 
f) =0 ; FA) =0 ; PA) 0 


y 1, por lo tanto, es una raíz doble. El polinomio f (z) es divisible por (z — 1)? pero no 
por (z — 1)3. 


Ejemplo 2. ¿Puede alguna otra raíz de la ecuación ser múltiple? Supóngase que una 
raíz a, diferente de 1, es raíz múltiple. Entonces: 


fla) =0"—nmne+n—1=0 ; $ (a) =n(0rT1—1) =0. 


De la segunda condición 


all ; a =a 


y sustituyendo a por a” en la primera ecuación, tenemos 
a” — na +n—1=(1—m(a—1) =0. 


Pero esto es imposible desde que a— 1 #0 y n >1l. 
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Problemas 


1. Escribir el polinomio de menor grado que para r =0 toma el valor 1 y tiene 
las siguientes raíces: I y — 1 como raíces simples, 2 como raíz doble y —3 como 
raís triple. 


2. Fecribir un polinomio de séptimo grado con 0 y 1 como raíczs dobles, — 1 como 
raís triple y que para z = 2 el polinomio tome el valor — 1. 
Descomponer en factores lineales los siguientes polinomios: 


3. 2—1. 4. zi —1. 
5. 26—1. 6 riti. 

Toi 
7. a —i. Epa ET 

2 

teth. 10. ret. 
1l. z. — r +1. 12. (1 + ri) + Q — zi}. 
13. 14324422322. 14. 215 —3 ri — 2P t4]. 


15. (z +1) — z1 — 1. 


2 2 
* 16. Escribiendo w = cos — +i sen 2 , demostrar que 
n 


adn 1 Harl [= (ao) (wt) nnn (a —u*—h, 


* 17. Demostrar que 


z 2r (n— i)z n 
sen — sen ——... sen —— = po 
n n n 29m 


SuarsrióN: Hágase x = 1 en la identidad del Prob. 16 y tómese el valor absoluto de 
ambos miembros. 


* 18. Demostrar que las raíces del polinomio 


z(z— 1) _ 2—1) (2) ++" xz (x —1)... (z—n +1) 


z 
r= 
1 T 1.2 1.2.3 1.2.3... n 


son 1,2,3, ...,n y factoréese. 


* 19. Si f (0) = 0 y ai a2, ..., an Son las raíces de f (x) = 0, demostrar que 


T z T 
Jœ) = f (0) -2)(-2) aen (1-2). 


* 20. Encuéntrense las rafces de la ecuación 
(1 + zi)” + (1 — zi)” =0 
y escríbase el factoreo de 


O + zi)” + (1 — z)” 
a ; 
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* 21. Demuéstrese que el único polinomio de grado n — 1 que se anula para z = Za, 
Z, ..., Za y toma el valor 1 para z = z, es 


g (z) 
(z — 21) y' (21) 
donde 
g (z) = (z — 21) (z — z2) ... (£ — Zn) .- 
* 22. Sean Zı, Zr, ..., Tn, n números distintos y 


g (z) = (z — z1) (£ — z1) ... (2 — Za) 
Demuéstrege que el polinomio siguiente es de grado no superior a n — 1: 


g (z) 4 g (z) g (z) 


PORA tara t eag e ETRE 


Yn 


y que para z = z,, zs, ..., Zn toma los valores yı, Ys, . -., Yn- Demuéstrese también que 
tal polinomio es único. Esta fórmula —la fórmula de interpolación de Lagrange— resuelve 
el problema de la interpolación: Encontrar un polinomio del menor grado que para n 
valores dados de zx: 21,72, ...,Tn, toma valores prescriptos Yı, Ya, - - -» Yn 


4. Raíces imaginarias de ecuaciones con coeficientes reales. — 
Todos los resultados establecidos anteriormente son válidos para ecua- 
ciones con coeficientes complejos arbitrarios. Con respecto a las raíces 
imaginarias de ecuaciones con coeficientes reales tenemos el siguiente 
teorema: 


TEOREMA: Si una ecuación con coeficientes reales tiene una raiz 
imaginaria a + bi de orden de multiplicidad a, tiene también la conjugada 
a — bi con la misma multiplicidad, o sea que las raíces imaginartas apa- 
recen de a pares de conjugadas. 


DEMOSTRACIÓN: Sea 
fo) = ar + ar h.. HHan 


una ecuación con coeficientes reales y que tienen una raíz imaginaria 
a + bi de multiplicidad «. Entonces: 
Jla+bi)=0;f(a+bi)=0;... 
¡JD (a + bi) = 0 ; $0 (a + bi) 0. 
La primera igualdad significa que: 
uo (a + bi)” + a (a + bi)! +... +an=0, 


Cuando se reemplaza cada úmero en el primer miembro por su con- 
jugado, el resultado será un número conjugado de cero, es decir, cero 
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(Cap. I, párrafo 7). Por otra parte, ao, 41, ..., Gn, como números reales, 
coinciden con sus propios conjugados, luego, el conjugado de la ecua- 
ción anterior es: 
ao (a — bi)” + a (a —db0*+...+ar=0 
o sea 
fla— bi) = 0. 


En forma similar, se demuestra que: 
fi (a— bi) =0 ;... ; {P (a —bi) =0 
y resta por demostrar que 
JP (a — bi) 0. 
Por hipótesis 
JO (a + bi) = A + Bi 
y A y B no son ambos nulos. El mismo razonamiento anterior demuestra 
que 


JO (a —bi) = A — Bi 


y este número es distinto de cero. 

Del teorema que acabamos de demostrar se desprende que las raíces 
imaginarias de ecuaciones reales (es decir, ecuaciones con coeficientes 
reales) ocurren siempre de a pares de conjugadas y por ello su número 
es par. Si el número de raíces imaginarias es 2s y el de las reales es r: 


r+2s=0m.n 
siendo n el grado de la ecuación. En caso de que n sea impar, r debe 
ser impar y por lo tanto al menos 1, lo que significa que una ecuación 
real de grado impar tiene al menos una raíz real. Si es de grado par 


puede muy bien suceder que todas las raíces sean imaginarias. 
A cada factor lineal 


x—(a + bi) = z —a—bi 
correspondiente a una raíz imaginaria a + bz, hay un factor 
x— (a—bi) = —a + di 
correspondiente a la raíz conjugada « — bi, y su producto 
(z —a — bi) (z—a + bi) = (z — a)? + b = 22 —2ax + 0? tb 
es un factor cuadrático con coeficientes reales. Luego, es posible sacar 


la conclusión que cualquier polinomio real puede ser factoreado en 
factores reales lineales y cuadráticos. 
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Ejemplo. Las raíces de la ecuación 


son 
1+2 1—¿ —l—i _ —i+i 


1 i 1 i 
z + — — — z +t —— + — =z +42 +1, 
y2 V2 ) V2  v2 ) 
el factoreo de zt + 1 en: factores cuadráticos reales es 


z+ 1 =(zt—r V2 +1) @ try? +1). 


Problemas 


Descomponer en factores lineales y cuadráticos reales: 


l. +4. 2. 142241. 

3. 14—a +1. 4. 16—1. 

5. 1141. brttt +l. 
Resolver: 


7. x4 — 2r? +6? 422% +13 = 0, que admite la raíz 2 + 31. 
8. 115 —3 zt + 4r? —4x +4 = 0, que admite la raíz 1 +i. 
9. z8 — 3 z5 + 4 rt — 6r? + 5r?—3xr +2 = 0, que admite la raíz i. 


10. 27 + 2x5 — rt +z? —2zr?—1 = 0, que admite la raíz i. 


* 11. z6 — z5 — 8 zt + 2 z? + 21r? —9 z — 54 = 0, que admite la raíz 42 +i. 
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* 12. Los puntos representativos de las raíces de la ecuación 3 2? + 4 z? + 8z +24 =0 


están en un círculo con centro cero. Resuélvase. 
* 13. Si p, q, r son números reales y las raíces de la ecuación 
T? pr +gr+r=0 
tienen igual módulo, demostrar que: 


pr=g=0 y P— g ste. 


* 14. La ecuación 2 zt + z? —2 z —8 = 0 tiene cuatro raíces distintas de igual mó- 


dulo. Resuélvasela. 


* 15. La ecuación 6 zt — 23 + 10 z? — z + 6 = 0 tiene cuatro raíces distintas de igual 


módulo. Resuélvasela. 
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5. Relacione ntre las raíces y los coeficientes. — Entre las 
raíces y los coeficientes de una ecuación hay relaciones que es impor- 
tante conocer. Para descubrirlas, consideremos primero el desarrollo 
del producto 


(z + b1) @ + bz) ... (1 + ba) 


en potencias decrecientes de x, comenzando por los casos particulares 
n = 2,3, 4. Por multiplicación directa se encuentra que: 


(x + dy) (z + ba) = 2? + (bı + ba) x + bib: 
(x + bı) (2 + bz) (1 + b3) = 
= £? + (bı + bz + ba) 2? + (b1b2 + baba + bibs) £ + di baba 


(z + bi) (x + bz) (x + d3) (£ + ds) = zt + (bi + da + da + dy) a? + 
+ (bıbz2 + bibs + biba + baba + baba + baba) a? + 
+ (bı d2b3 + db1d2b4 + bı bs ba + bz bs bi) £ + bibzbs ba. 


Al examinar estos resultados observamos que: 

1. Cuando n = 2 el término principal es x?, el coeficiente de x 
es la suma de las cantidades b, y bz y el término independiente de x es 
su producto. 

2. Cuando n = 3, el término principal es a?, el coeficiente de z? 
es la suma de las cantidades bı, b2 y bx, el coeficiente de x es la suma 
de los productos de estas cantidades tomadas de a pares, y el término 
independiente de z es su producto. 

3. Cuando n = 4 el término principal es zt, el coeficiente de 2? es 
la suma de las cantidades bı, bs, bz y ba, el coeficiente de z? es la suma 
de los productos de las mismas tomadas de a pares, el coeficiente de x es 
la suma de los productos de las mismas tomadas de a tres y el término 
independiente de z es su producto. 

Resulta, entonces, que la ley general para cualquier número de fac- 
tores es la siguiente: 


Sea 
sı la suma de las cantidades bı, bz, b3, ..., bn; 
S: la suma de los productos de estas cantidades tomadas de a pares; 


s; la suma de los productos de estas cantidades tomadas de a t; 


Sn» el producto de todas ellas. 
Entonces 


P = (x + bi) (2 + ba) ... (£ + ba) = 
= gr? + sir! + se p ... p sirit n.. HF Sn. 
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Para demostrar que esta ley es general usaremos el principio de in- 
ducción completa. Suponiendo que la ley se verifica para n factores, 
demostraremos que se verifica para n +1. Una vez'hecho esto, la validez 
de la ley estará establecida en general. Pues siendo verdadera para 2, 
3, 4 factores, como hemos visto, se verificará para 5 factores, y luego 
para 6, etc. Para comenzar la demostración, multiplíquese la expresión 
supuesta para P por z + ba+1, obteniendo 


P (2+ba+1) =2P+H4 I"+S2 14 ...+85 qt +... +8nda+1 
+dn+1 +b2+1 $1 da+1 $Si—) 
Ahora bien: 
sı + bni 
es la suma de n + 1 cantidades b, bz, -. ., Dn41 y Snbn+1 es su producto 


como es evidente por la definición de sn. Para 1<1<n+ 1 
Si + Day1 Sit 


es la suma de los productos de las cantidades bi, bz, ...,bn+1, tomadas 
de a 1. En efecto, en esta suma podemos considerar primero los términos 
que no contienen b,+1; la suma será evidentemente si. Los términos que 
contienen b,+1 son los productos de b,+1 por los productos de ¿ — 1 can- 
tidades tomadas de entre bı, bz, ..., bn; luego, la suma de todos esos 
términos es ba+18;-1. En consecuencia, el coeficiente de z"+!— 


Si + bnti Sia 


es la suma de todos los productos que pueden ser formados tomando 
i factores de entre bı, bz, . . ., ba+1, como lo requiere la ley. Así, esta ley 
retiene su validez al pasar de n a n + 1 factores, como lo establece la 
demostración por inducción. 

Será conveniente introducir notaciones abreviadas y expresivas para 
designar las sumas previamente designadas por $1, S2, ..., 8n. Usando 
el signo de sumatoria 2, las representaremos así: 


ss =X2b, ; ss: =Xbibd3;...; s = Ebibi... bi. 


Por ejemplo: 
2bibdz... b; 


significa la suma que consta de todos los términos resultantes del 
término genérico bı bz... bi por el reemplazo de índices 1,2,...,n. 
Desde que hay 

nín—1... (n—i ++i) 


c = - 
1.2...+ 
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de tales combinaciones, la suma 


E biba... bi 


consta de otros tantos términos. 
Considerando ahora un polinomio 


f(z) = aor + anr t... +as, 
con raíces a, &z, ..., &n (iguales o no), tenemos 
f(x) = ao (£ — a) (£ — a) (x — a3) ... (a — an). 


Por otra parte, reemplazando en las expresiones Sı, S2% ..., Sn las le- 


tras bı, ba, ..., pOr —ai; —%2; ...; —%n tenemos 
(2 — a) (x — az) ... (2 — an) = r” — r"! E a + 
+ e—a E aa — ... H(— 1E aa... an 


En consecuencia: 
— üo z a = dr 
+ Qo 2 Qix: = Q? 


— Qo È giz %3 = 03 


Loro. ooonnorPS$>o9=sRs»>oo..»».o 


(— 1)" ao È giaz... An = An 


de donde, finalmente, se deducen las relaciones buscadas entre las raíces 
y los coeficientes de una ecuación: 


a1 
Za IE ES 
Qo 
a2 
2 Qy Up = — 
ao 
. Qi 
Za . Q; = (—1):— 
Qo 
a 
UA] Ag An = (— pp. 
Uo 


Estas relaciones pueden ser utilizadas para resolver problemas del 
siguiente tipo: 


Ejemplo 1. Resolver la ecuación 


3x1 — 16r: +23 —6=0 
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si el producto de dos raíces es 1. Sean las raíces a, b, c; entonces 


a+b+c= 


ab + ac + bc 


abc 


Además de estas relaciones generales tenemos que tomar en consideración la condición 
específica de que el producto de dos raíces es 1. Podemos indicar estas raíces con las 
letras a y b, de manera que: 


ab=1. 


Entonces, de la tercera relación, se encuentra inmediatamente que la raíz c es igual a 2, 
y para las a y b tenemos tres ecuaciones 


10 

a +b = — 
+ 3 

10 

b = — 
a+ 3 
ab=1 


dos de las cuales son idénticas; a y b serán raíces de la ecuación cuadrática 
10 
ťt——t+1=0 
3 
A 1 a 
que tiene las raíces 3 y a Luego, las raíces de la ecuación propuesta son: 


As 


Ejemplo 2. ilállese la suma de los cuadrados de las raíces de la ecuación 
21—8x+6x% —3 =0. 


Si las raíces son a, b, c, d, tenemos: 


6 
2 abm ab E A: 
Por otra parte: 
la +bt+et+td =at tetada 


de donde 
a+b+eo+d=16—6= 10. 
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Problemas 


Resolver las :ecuaciones cúbicas cuyas raíces son a, b, c: 


1.122 423243242 =0 si a =b +c. 
2. 2r — r? —t8r +9 =0 si a+b =0. 
3.034 4+24—102+6=0 si a+b=—1. 
4. 20 — x? —5 z —2 =0 si ab=—1. 
5.a — Tr — 42x +216 =0 si c = ab. 

6. 1? +9 xr? +6 r — 56 =:0 si b= — Za. 


7. 9 z3 — 36 z? + 44 z — 16 = 0 si las raíces lorman una progresión aritmética a — f; 


g; a + B. 


8. 3r? — 26 r? + 52r — 24 = 0 ei las raíces forman una progresión «geométrica 


ag; a; af. 
Q. 2z} — 6r? +3x +k = 0. Determínese:4 y resuélvase la ecuación si a =2b+2c. 


10. z? —: 2z? + kx + 46 = 0. Dotermínose k y resuélvase la ecuación «si las raíces 
están en progresión aritmética. 


11. ¿Qué relación existe entre p,:q, r si las raíces de 23 + pz? -+ qu +r = 0 están en 
progresión geométrica? 


12. ¿Cuál es la relación entre p y q si la ecuación 13 + pz +:q = 0 tiene una raíz múl- 
tiple? 


13. Demostrar que (2q — p?) r = (pg — 4 r} si las raícos de e? + pr? +qgr +r =0 
satisfacen la condición c? = — ab. 


Resuélvanse las ecuaciones cuárticas de raíces a, b, c, d: 


14. t — 2r: +22*—x-2=0 si a+b=1. 


15. 2t —3 zr? — 9r? +15r—5=0 si a = —b. 
36. zt — 7 r? -+ 187? — 22x +12 =0 si ab =6. 
17. zs +e — 2r? +3 r —1 =0 si ab = —1i. 


18. 2r! + 13234 25324 1582+9=0 si a=b. 
19. 9r +9: +272? —l4r+4=0 si a = 2d. 


20. 4 zt — 4 z? — 21 z? + 11 z + 10 = 0 si las raíces están en progresión aritmética. 
Represéntense las raíces por a — 3 ĝ; a — b; a + b; a +38. 


21. Determínese k y resuélvase la ecuación 2 zi— 15x7 + kr? — 30r +8 =0 si 
“sus raíces están en progresión geométrica. Las raíces pueden representarse por ag”; 
at; ap; Pa 

22. Hállesc la suma de los cuadrados de las raíces de las ecuaciones: 

(a) 26 4+5r2—712+1 =0. 

(b) 3N—32+2122*+4x —1=0. 
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23. Para las mismas ecuaciones encuéntrense la suma de las recíprocas «de las raíces 
y también la suma de, los cuadrados -de «estas recíprocas. 
Si entre las raíces de f (x) = © existe una relación ‘tal como a ='kb o ab:=:k .con ik 


dado, entonces f(x) y f(x) = f (kz) o f(a) =x"f (= )tene 'n raíces (comunes que 


pueden determinarse igualando a cero'el máximo común divisor:de f(x) y fı (x). Resuél- 
vase por este "método: 


24. Prob. 6. 25. Prob. 3. 26. Prob. 4. 
27. Prob. 17. 28. Prob. 15. 29. Prob. 19. 


6. Investigación de las raíces múltiples. — Con sólo realizar ope- 
raciones racionales, es posible investigar si una ecuación tiene raíces 
múltiples, determinar su grado de multiplicidad y reducir la búsqueda 
de éstas a la resolución de ecuaciones con raíces simples. Sean a, b, ...,l 
raíces distintas de la ecuación f (1) = 0 y sean a, B, ..., Asus respectivos 
grados de multiplicidad. Desde que una raíz de f (x) de multiplicidad k, 
es raíz de multiplicidad k — 1 (es decir, no lo es si k = 1) de la derivada 
f'(x) = 0, es evidente que f (x) y f’ (x) son ambas divisibles por 


(z — ajo (x — db)... (x — lp 


y también lo será su máximo común divisor D (x). Podemos hacer, 
por lo tanto 


D (z) = (x — a)—Kzx — db)... (x — DP, 9 (x). 


Si $ (1) no es una constante, el polinomio ¢ (x) tendrá algún factor 
x= —m donde m es una raíz de f(z), digamos m =.a. Pero entonces 
f'(x) sería divisible por (x —a)*, lo que es imposible desde que a es 
una raíz de multiplicidad («a — 1) para f'(x). Por lo tanto 4(x) es 
una constante y 


(e — a) (x — b)... (x — IP 


es el máximo común divisor de f y f'. Este hecho puede interpretarse 
de una manera diferente. Sea X, el producto de todos los factores lineales 
correspondientes a las raíces simples, X: el producto de todos aquellos 
que corresponden a raíces dobles, X; el producto de los que corresponden 
a raíces triples, etc., conviniendo en hacer X, igual a una constante 
si la ecuación no tiene raíces de multiplicidad k. Entonces: 


X,X2Xg EN 


difiere de f (x) sólo en un factor constante, y luego 


D = X:X 7X4... 
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será el máximo común divisor de f y f’. Similarmente 
Dı = X; X£... 

será el máximo común divisor de D y su derivada D', 
D: = XXè... 


el máximo común divisor de Dı y Dr’, ete. Esta sucesión de máximos 
comunes divisores 


“D,D,,D»,... 


de grado decreciente, termina con un término Dm—ı que es una constante. 


Entonces es evidente que no hay raíces de un orden de multiplicidad 
superior al m. Nuevamente: 


ho E Xi xa. Xn 
D 
fl =—=X:2...Xm 
2 D, 2 
D 
fa E > = X3 . Xm 
ES AA 
Dm—1 
de donde 
A LA E pa m-1 5 Ím= Xm 
fe f: Jm 
Las funciones X,, X», ..., Xm determinadas de esta manera conducen 
a las ecuaciones 
Xı=0 ; X2=0;...;X.=0 


todas las cuales tienen raíces simples. Estas raíces dan inmediatamente 
las raíces dobles, triples, etc., de f(x) = 0. Naturalmente, si algún X, 
resulta constante, significa que no hay raíces de multiplicidad k. 

Ejemplo 1. Investigar las raíces múltiples de 

f =—1i—22+2x24+xrx—1=0. 
El máximo común divisor de f y f’ fué determinado en el Ejemplo 2, pág. ..., y es 
D=x*—a—a+l. 
Buscaremos ahora el máximo común divisor Dı de D y 


D’ =3x2-—2zx—1. 
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Las operaciones correspondientes son: 


(Multiplíquese por 3) 11-71 1 |3 2-1 3 —2 —1 |1 —1 
—3 —3 —1 3 —3 3 1 
3 —2 —i 1 —1 
(Multiplíquese por 3) —l] —2 3 1 —1 
—3 4 9 0 
—3 2 1 
(Simplifíquese el factor —8) —8 8 
1-1 


Por lo tanto, Dı =x—1 y D: = 1, lo que demuestra que la ecuación propuesta no 
tiene raíces de grado de multiplicidad superior al tercero. Para encontrar X1, X2, X: 
hacemos los cocientes 


=2—=1l ; h= — =r—l ; f EEE 
3 32 Di , 3 D: , 


y luego: 
X =1 5 Xo=x+1 Es Xia=x—l; 


de tal modo, la ccuación no tiene raíces simples, tiene una doble —1 y una triple 1, y 
k f=(r+1P (z1r. 
Ejemplo 2. Investigar las raíces múltiples de 
f =z) — r —4r’—3r—2=0 


Comenzaremos por determinar el máximo común divisor D de f y f'. Esta operación 
se desarrolla en detalle a continuación. 


(Multiplíquese por 5) 1 0 —1 —4 —3 —2 |5 0 —3 —8 —3 
5 0 —5 —20 —15 —10 E 
5 0 —3 —8 —3 

(Simplifíquese por —2) —2 —12 —12 —10 


5 0 -3 —8 —3 |I 656 5 
5 30 30 25 5 10 
(Simplifíquese por —3) —30 -—33 —33 — 3 
10 11 11 1 
10 60 60 50 
(Simplifíquese por —49) —49 -—49 -—49 
1 1 1 
1 6 6 5 |i 1 1 
io 1l 1 E 5 
5 5 5 
5 5 5 
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Luego: D = x*+x +1. La operación para determinar D, es: 


(Mukiplíquese por 2) 1 1 ł |2 1 
2 2 2 ji 1 
2 1 
(Mukiplíquese por 2) 1 2 
2 4 
2 1 
3 


Por lo tanto, Dı es constante pudiendo tomarse D: = 1, de manera que no hay raíces 
de ¿rado de multiplicidad superior al segundo. Luego: > 


h=Ż sarr? 
-2 24 1 
APRA z+ 


X= 22 ; X=hfh=2x2+x+1l. 


2 


En consecuencia, la ecuación propuesta tiene una raíz simple 2 y dos raíces doblez 


—1+iV3 . -1—iV3_ 
2 


= —— y) Wv = 


2 2 
y f queda factoreado completamente como sigue: 


zë —2—2 4210421 = (2 —2) (1 — w) (1 — a). 


Problemas 


Resuélvanse las siguientes ecuaciones, cada una de las cuales tiene raíces múltiples: 


1. 2 —72 4 167 —12 =0, 2. 3312 — 99r 427 =0. 
3. 1 — r — 8r +12 =0. 4. 39 -—- 5r — 8r +48 =0. 
z 2 1 3 
5. t — r — — =Q. 6. tt — —r + — =0, 
313 2 16 
7. 4 — llre +18 r—8=0. 8. t — 2 r? — rt m4r +l =0. 
9. zt — 4 r3 — 6 r? + 36 r — 27 =0, 10. 22% —- 120 + 197?—6r+9=0 


11. 2 — rt —2 42r +r =O. 

12. 5—2 rt — 6P 44r H13 +6 =0. 

13. 1-3 + 6r — 3r — 3r +2 =0. 

14. 5 +2 —8 r? — 16r? + 162 +32 =0. 

15. 9 z5 + 96 zt + 292 r? + 48 2? — 576 r + 256 = 0. 

16. 27 — 3 r! +515 — 7r 472835124311 =0, 

17. z8 +r? — 8 z! — 6 1 +21 rt +9 —22r—4r+8=0. 


CAPITULO IV 
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1. Acotación de raíces. — Dada una ecuación algebraica, a veces 
resulta conveniente tener una idea de la magnitud de sus raíces. Deben 
considerarse dos casos: si los coeficientes son reales y sólo nos preocupan 
las raíces reales, puede ser interesante hallar un número mayor que 
todas las raíces positivas o un número negativo menor que todas las 
posibles raíces negativas. Estos dos números, uno positivo y otro nega- 
tivo, se llaman, respectivamente, una cota superior de las raíces positivas 
y una cota inferior de las raíces negativas. El segundo caso es el de 
una ecuación con coeficientes complejos cuando se consideran todas 
sus raíces, reales e imaginarias. Un número positivo mayor que los 
módulos de todas las raíces puede considerarse como cota superior de 
las mismas. Si llamamos r a dicho número, el círculo de centro cero y 
radio r contendrá todos los puntos que representan las raíces de la ecua- 
ción que se considera. 


2. Método para hallar una cota superior de las raíces positivas. 
— Sea 


f(z) = aor” Fair... +aA=0, 


una ecuación con coeficientes reales de los que supondremos positivo 
al primero: aq. De los varios métodos que pueden usarse para hallar 
una cota superior de las raíces positivas consideraremos sólo uno, que 
combina las ventajas de dar valores comparativamente bajos de dicha 
cota con la facilidad de su aplicación. 

Al considerar la Regla de Ruffini (Cap II, Párrafo 5) hallamos poli- 
nomios: 


fo = ao 3fh=uf+05f=tf +05... 3fn = Tfn-1 + an, 


el último de los cuales coincide con f. Para t = 1,2,...,n tenemos, 
en la misma forma: 


Jia) = (£ — c) [fo (e) 1 + fi (e) t +... + falo] + fc). [1] 


Los números 
fole) ; file); Jaleo), 
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son los obtenidos en la división por la Regla de Ruffini de las funciones. 
f;(x) por x — c. El método para hallar una cota superior de las raíces 
positivas se basa en las dos propiedades siguientes de los polinomios 
Sofu ... fa: Primera: si para algún número positivo c los números 


fı (e) ; fele); ifam (6), 


no son negativos y fa(c) > 0, entonces c puede tomarse como cota 
superior de las raíces positivas. De hecho, en la identidad [1] para 2 = n 
se desprende que f(x) = f(x) > 0 para z =c, de modo que ninguna 
raíz real de la ecuación f (1) = 0 puede ser superior a c o aún ser igual 
a c. Segunda: si para un c > 0 los números 


Sile) ¡fa(c);... ;futc), k sn 
no son negativos, entonces para c >c 
ACA 5 fal)... Sale), 


son positivos. Esto también svrge de la identidad [1], en la que hacemos 
x = ¢'; entonces: 


Sile) = (0 — c) [fo (c) HA. + Sim lod] + Si (e), 


es un número positivo para 1=1, 2, ..., k desde que c' >c y fo (c) = >0. 

Estas dos simples propiedades sugieren el siguiente procedimiento 
para hallar una cota superior de las raíces positivas: Primero comen- 
zamos con un número positivo c, preferiblemente entero, que haga 
fi(c) positivo o nulo. Tal número se halla fácilmente dado que fı (x) 
es de primer grado. Si resulta que ninguno de los números 


fale) ¡filc);-... 5fntc), 


son negativos, y siendo f,(c) > 0, podemos tomar c como una cota 
superior. Si sucede que fn (c) = 0, entonces se ha hallado una raíz y 
las demás raíces positivas serán menores que c. Pero, supongamos que 
fx+1(c) es negativo, mientras que ninguno de los números precedentes 


file) ; fale); felo), 


lo son. Entonces el proceso puede repetirse nuevamente, probando con 
enteros mayores que c hasta que con alguno, por ejemplo c,, se halle que 


Fiyi (c) 20. 
Al mismo tiempo todos los números 
fla) flo); fele), 
serán positivos. Ahora, si 


file) ; falca); -oo ;fnle), 
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no son negativos y fa (c1) > 0, entonces cı puede tomarse como una cota 
superior. En caso contrario el proceso se repite una vez más con un 
entero mayor, etc. De esta manera la cota pedida puede hallarse luego 
de relativamente pocas pruebas. Cuando algunos de los coeficientes son 
números negativos grandes, es ventajoso hacer pruebas preliminares, 
tomando para c los valores 10, 100, 1000, etc., y reduciendo entonces 
la cota hallada tanto como se pueda usando este método. Si se desea 
hallar una cota inferior de las raíces negativas, podemos hacer primero 
la sustitución z = —y y entonces buscar una cota superior de las 
raíces positivas de la ecuación transformada 


ay” — ar y™! + azy”? — ... +(—1)”0, =0. 


Si la cota superior es c, entonces evidentemente — c será una cota 
inferior de las raíces negativas de la ecuación original. 


Ejemplo 1. Hallar una cota superior de las raíces positivas de la ecuación 
20 —T7—584+622+3x—10 =0. 
Para hacer fı = 2 x — 7 positivo, comenzamos con c = 4 y aplicamos el procedimiento 
de la Regla de Ruffini de la siguiente manera: 


4) 2 —7 5 6 3 -—10 
8 4 
2 1 —1 


Al ser negativo el tercer número, probamos con 5: 


5) 2 —T —3 6 3 —10 
10 15 50 280 1415 
2 3 10 56 283 1405 


Por lo tanto, 5 puede ser tomado como cota superior de las raíces positivas. 
Ejemplo 2. Hallar una cota superior de las raíces positivas de la ecuación 
xë — 7 zt — 100 z? — 1000 2? + 10 z — 50 =0. 


Como hay coeficientes negativos grandes comenzamos a probar con el número 10: 
10) 1 —7 -—100 —1000 10 —50 
10 30 
1 3 — 70 


La presencia de un número negativo indica que debemos probar con un número mayor 
que 10; lo hacemos con 20: 


20) 1 —7 —100 —1000 10 -—50 
20 260 
1 13 160 
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y sin seguir adelante se ve que los números restantes serán positivos. Por lo tanto 20 es 
con certeza una cota superior de las raíces positivas. Si se considera conveniente reducir 
esta cota, podemos probar con números menores: 19, 18, 17, cte. En esta forma se halla 
que 17 puede tomarse como cota superior, no así 16, si queremos satisfacer las condiciones 
impuestas por el método, ] 
Ejemplo 3. Hallar una cota inferior de las raíces negativas de la ecuación 
2 zt +2015 +3073 + 5024 1=0. 
Hacemos z = — y y escribimos la ecuación resultante en y: 
2 y? — 20 yë —30y3 — 50 y +1 =0. 
Comenzando con c = 10 y probando luego 11, hallamos: 


11) 2 —20 0 —30 0 —50 1 
22 22 242 
2 2 22 212 


y se llega a la conclusión de que 11 puede tomarse como una cota superior de las raíces 
positivas de la ecuación en y. Por lo tanto, — 11 cs una cota inferior de las raíces nega- 
tivas de la ecuación propuesta. 
Problemas 

Hallar las cotas de las raíces de las ecuaciones: 

1. zt —72 +10 2? —30 = 0. 
e 1—8 4121? 4 16x—50 =0. 
st —2 r —3r?—i5r—3 =0. 
3104 — 8r —9 r? + 102 —27 =0. 
. — 6 rt + 20 r? — 6 r? —5xr +10 = 0. 
z5 + 8r — 14 2? — 53 2? +56r—18 =0. 
. $ — 5r — 13r 42r? +r—70=0. 
¿aya? — 257 — l0 HIN. 


TI ymN 


. 8 — 5r y et 120127241 =0. 


a 
o 


. 615 + 27 x* — 100 z? — 200 z — 50 = 0. 


3. Cotas de los módulos de las raíces. — Dada una ecuación 
(1) = aoz” paar... +a4.=0, 


<on coeficientes complejos arbitrarios, el problema de hallar una cota 
superior de los módulos de sus raíces puede sustituirse por la determina- 
ción de una cota superior de las raíces positivas de una cierta ecuación 
auxiliar. 
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Sean a y b dos números complejos. Haciendo 
a = (a +b) + (—b), 


y aplicando el teorema referente al módulo de la suma (Cap. I, Párrafo 7), 
hallamos la desigualdad 


la| sla+b|+1—bl=]la=Db|+]Db1, 
se deduce, en consecuencia, que 
la+blzlal—jb]. 
Haciendo en esta desigualdad 
a= ; b =ar! t... +a, 
siendo z un número complejo arbitrario; será, entonces: 
|f (2) ] = lar] —¡aari+... + an]. 
Si ahora es: 
lzl =r ; |a| = As ; ¿=0,1,2,...,n 


entonces 
layxr| = Apr” 


larmi +... + ar| s Airi +... An, 


para el mismo teorema. Entonces: 


If (x)| > Aor? — Airm! — ... — År. 

Sea R un límite superior de las raíces positivas de la ecuación auxiliar 
Arr — Arr — ... —An=0. 

Entonces: 
Ao R* — A, R! — ... — Án > 0, 

y, puesto que: 
Aor” — A, rrt ama — År = rr (4 a E o Z) 
r Jr 


crece al crecer r, tendremos: 


Ar” — Air! — ... — Arn > 0, 


para r z R. Por lo tanto 
IJ (2) | >0, 


si |x| 2 R, y esto significa que los módulos de todas las raíces de la 
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ecuación propuesta son menores que R, y, por lo tanto, este número 
puede tomarse como la cota superior pedida. 


Ejemplo. Hallar una cota superior de los módulos de las raíces de la ecuación 
2 x$ — 7 25 — 10 zt + 30 r? — 60 z? + 10 z — 50 = 0. 

La ecuación auxiliar es, en este caso: 
2 1% — 7 x5 — 10 zt — 30 2? — 60 r? — 10 z — 50 = 0. 


Por el método del Párrafo 2 se halla que R = 6 es una cota superior de sus raíces posi- 
tivas. Por lo tanto, todas las raíces de la ecuación propuesta tienen módulos menores 
que 6. 


Problemas 
Hallar las cotas de los módulos de las raíces de las ecuaciones 
1.2% —73+62x?2—5 =0. 
2. 6 r5 —10*+7148x—10 =0. 
3. irt +4 — (3441) +442—1—i=0. 
4. 2% —iB + (5 +5) et (3 +2i)z—10 =0. 
* 5., Siaz20>4: >... 2a >0, demostrar que ninguna raíz de la ecuación 
ff) =at +a H... tan 
tiene módulo mayor que 1. 
Suaesrıón: Nótese que 
| a — z) f (2) | 20, | z |” — [lao — a) | z [91 + (a, — ar) | z | 2+... an)] 
y que el segundo miembro es positivo si | z| >1. 
* 6. Si los coeficientes de la ecuación 
f (2) =ar taz... +an=0 
son positivos, y A es el mayor de los números 


a1 a2 Q3 Un 


? , Jee 
Go aL Qz ün—1 


«demostrar que los módulos de las raíces no son mayores que À. 


SuaEsTIÓN: Sea z = A y y aplíquese el Problema 5 a la ecuación en y. 


4. Raíces enteras. — En el resto de este capítulo consideraremos 
ecuaciones con coeficientes racionales. Escribiendo los coeficientes de 
tal ecuación como fracciones con un denominador común y multipli- 
cando por el denominador a ambos miembros de la ecuación, reempla- 
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zamos esta última por una ecuación equivalente con coeficientes enteros. 
Sea esta ecuación 


f(x) = ax? + arm! t... +a =D, 


la que puede tener raíces racionales; el problema es cómo hallar tales 
raíces si existen, o cómo demostrar su inexistencia. Veremos que estas 
raíces racionales pueden ser halladas una vez encontradas las raíces 
enteras, y por lo tanto, es necesario explicar primero cómo pueden 
hallarse las raíces enteras. Supongamos que x = c es una raíz entera, 
es decir que: 


aoc” + ac + ... + ant tan =O, 


o también 
clagcerali4 ... + an) = — A. 


En el primer miembro ambos factores son enteros, puesto que tanto c 
COMO Ax, Qi, ..., An—1 SON enteros y en consecuencia es divisible por c. 
Por lo tanto, las raíces enteras, si las hay, son divisores positivos o ne- 
gativos del último término a,. Por consiguiente, el problema de hallar 
raíces enteras se reduce inmediatamente a un número finito de pruebas: 
primero, buscar todos los divisores positivos y negativos de a, y luego, 
probar sucesivamente cada uno de ellos, por sustitución directa en la 
ecuación dada. De esta manera pueden hallarse todas las raíces enteras 
o se demostrará que tales raíces no existen. En la práctica, cuando el 
número de divisiones a probar es grande, es preferible disminuir la can- 
tidad de pruebas excluyendo los divisores que no son posibles raíces. 
Con este fin se determina primero una cota superior de las raíces posi- 
tivas y una cota inferior de las raíces negativas y se conservan sólo 
aquellos divisores que se encuentran entre estas cotas. De estos divi- 
sores pueden excluirse algunos, de acuerdo a la siguiente observación: 
Si a es un entero cualquiera y c una raíz entera, entonces f (a) es divisible 
por c —a. Evidentemente, si c es una raíz, tendremos: 


J (2) = (1 —0) fi (2) 


siendo los coeficientes de fı(x) enteros. Sustituyendo aquí zx = a, se 
deduce que: 


f(a) = (a —c)f (a), 


y, por ser fı (a) un entero, f (a) es divisible por c — a. Entre los divi- 
sores a probar están siempre 1 y — 1. De acuerdo a ésto, calculamos 
JM y /— 1) por la Regla de Ruffini; si ninguno de estos valores numé- 
ricos es cero, excluímos todos los divisores c tales que c — 1 no divida a 
J(D, y a todos los divisores tales que c + 1 no divida a f(— 1). Enton- 
ces, en general, tomando un divisor cualquiera d, calculamos f(d) 
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y si f (d) 0, excluímos todos aquellos divisores c para los que f(d) 
no es divisible por c — d. De esta manera el número de divisores para los 
tanteos se reduce considerablemente. Una vez hallada una raíz entera c, 
es conveniente comprobar si es múltiple. Supongamos que resulte ser 
de un orden de multiplicidad «; entonces, los demás divisores se probarán 
en la ecuación reducida. 


Ejemplo 1. Averiguar si la ecuación 
234 3 zš — 36 x4 — 45 r? + 93 r? + 132r + 140 =0 


tiene o no raíces enteras. El primer paso es hallar cotas de las raíces por el método dıl 
Párrafo 2. Se encuentra que las raíces son menores que 6 y mayores que — 8. Siendo: 


140 = 22.5.7 
los divisores positivos menores que 6 son: 
1; 2; 4; 5 
y los divisores negativos mayores que — 8 son: 
=l; —2; —4; —5; —7 


Se comprueban 1 y — 1 por la Regla de Ruffini 


1) 1.3 —36 —45 93 132 140 
l 4 —32 —77 16 148 288=/f(1) 
—1) 1.3 —36 —45 93 132 140 
1 2 —38 —7 100 32 108=f(—1) 


De los divisores positivos debe excluirse 4 puesto que 4 + 1 = 5 no divide a f (—1) =108. 
De los divisores negativos debe excluirse — 4 puesto que — 4 — 1 = — 5 no divide a 
f 1) = 288. Quedan por probar los siguientes divisores: 


2; —2; 5; —5; —7. 


Probamos primeramente 2: 


2) 1 3 —36 — 45 93 132 140 
2 10 — 52 —19 —202 —140 
2) 1 5 —26 — 97 —10i — 70 0 = f (2) 
2 14 — 24 —242 —686 
1 7 —12 —121 —343 —756 = fı (2) 


En consecuencia, 2 es una raíz simple y la ecuación reducida es: 


fi (z) = z5 + 5 z$ — 26 z? — 97 x? — 101 r — 70 = 0. 
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Probamos ahora —2: 


—2) 1 5 —26 -—97 —101 —70 


—2 —6 64 66 70 
—2) 1 3 —32 —3 — 35 0 = f: (—2) 
—2 -—2 68 — 70 


1  -34 35 —105 = f: (—2) 


Por lo tanto, —2 es una raíz simple y la segunda ecuación reducida es: 


fa (£) = 4 +31 — 32 r? — 33 r — 35 = 0. 
Probamos ahora 5: 


40 40 35 


5 1 8 8 7 0 = fı (5) 
5 65 365 
1 13 73 372 =f: (5) 


Por lo tanto, 5 es una raíz simple y la tercera ecuación reducida es: 
fs (x) =r 482248247 =0. 
Al no dividir —5 a 7, es inútil probar —5. Probamos —7: 


—7) 0 8 8 7 


— —7 —1 
1 1 1 0 = fa (—7) 


En consecuencia, —7 es la raíz entera y la cuarta ecuación reducida cs: 
v+r+d=0, 


que admite las raíces imaginarias: 


Por lo tanto, las raíces de la ecuación propuesta son: 
2; —2; 5; —7; wj w. 
Ejemplo 2. Investíguese si la ecuación 
z5 + zt — 20 r? — 44 r? — 21 r — 45 = 0, 


tiene o no raíces enteras. Por el método del Párrafo 2, se halla que las raíces son menores 
que 6 y mayores que —5. Los divisores de 45 = 3? 5 contenidos entre estas cotas son: 


1; —1, 3; —3; 5, 
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Probamos primero 1 y —1 


D 1.1 —20 44 -2 —45 
1 2 —18 —62 -—83 -—1288=/(1) 
—) 1 1 20 =u 2 -a OS 
1 0 —20 -—2 3 —48=f(1) 


No se desecha ninguno de los divisores 3, —3 y 5 porque si les restamos 1 dividen a 
-—128 y si les sumamos 1 dividen a 48. Probamos 3: 


3) 1 1 —20 44 —21 — 45 
3 12 —24 —204 —675 
1 4 —8 —68 -—225 —720 = f (3) 


Por lo tanto 3 no es una raíz pero — 3 — 3 = — 6; 5 — 3 = 2 son divisores de 720; 
en consecuencia es necesario probar —3 y 5. Probamos primero —3: 


—3) 1 1 —20 —44 —21  —45 


—3 6 42 6 45 

—3) 1 —2 —4 —2 -—15 u = f (—3) 
—3 15 —3 15 

—3) 1 —=5 1 —5 0 = f’ (3) 


Por consiguiente, —3 es una raíz doble y la ecuación reducida es 
filz) = 22—57 +zx—5=0. 
Finalmente probamos 5: Ñ 


1 0 1 0 = fı (5) 
Y, por lo tanto, 5 es una raíz y la segunda expresión reducida es: 
2-p1=0. 


En consecuencia, la ecuación propuesta tiene las siguientes raíces: —3, raíz doble; 
5; 1; —4, raíces simples. 


Problemas 
Hallar las raíces enteras de: 
1. 11 — 22? — 25x + 50 =0. 2. 11 — 9r +2r— 24 =Q. 
3. z? — 106 z — 420 = 0. 4. rt — zr? — 13 2? + 16r—48 =0. 
5. s — 2 — rt + 19742 =0. 6. zt +8? —7 r? — 49r + 56 =0. 


7. z5 —3 zt — 9 r? + 21 r? — 10 x +24 = 0. 
8. z5 — 524 2z? — 25r? + 21 zr -+270 =0. 
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9. 14-711 —7 2 + 142? —28 2 + 40 =0. 


10. 54304 +4rt +3 —15r!— 167z +20 =0. 


11. Probar que, si tanto f (0) como f (1) son números impares, la ecuación f (x) = 0 
con coeficientes enteros no puede tener raíces enteras. 


12. Demostrarlo si ninguno de los tres números f (—1), f (0) y f (1) es divisible por 3. 


5. Raíces racionales. — Las raíces racionales de una ecuación 
z” +p t... Hm=, 
con el primer coeficiente 1 y los demás enteros, sólo pueden ser enteras. 
Sea = una raíz racional, de modo que r y s sean enteros y primos entre 


sí. Sustituyendo esta raíz en la ecuación y eliminando denominadores 
tendremos; 


re + pri 4 paa rs tol + pps” = 0, 


o bien 


qe = s (— pr... —pastol), 
Por ser 
pirr +... + paso, 
un entero, r” es divisible por s y esto sólo es posible si s = 1, por no 
tener r y s divisores comunes. Por lo tanto la supuesta raíz racional — 


es una raíz entera. Empleando esta proposición, vemos que las raíces 
racionales de una ecuación 


aor? + aan +... +0, =0, 
pueden hallarse de la siguiente manera: Si z es una raíz racional, 
y = UT, 
será una raíz racional de la ecuación 
y + ay” + a0ay 24... Hata = 0, 


cuyo primer coeficiente es 1 y los demás enteros. En consecuencia, y 
es una raíz entera y (si existe) puede hallarse por el método del Pá- 
trafo 4. A veces puede simplificarse el trabajo haciendo la sustitución 

y 


t = =>, 


k 
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y eligiendo k de modo que sea el menor entero que haga enteros a todos 
los coeficientes de la ecuación resultante 


ka k? as kn An 
yr + Ly + y2 +... + 


Go Ao Go 


=0. 


La elección de k = ay es siempre posible; pero a veces, un valor menor 
de k cumple todos los requisitos establecidos. 


Ejemplo 1. Hallar las raíces racionales de la ecuación: 
6 —734+8x* 727242 =0. 


Haciendo 


la ecuación transformada en y es: 
FW) =y4 —7y +48 y — 252 y + 432 =0. 


Esta ecuación no tiene raíces negativas y todas sus raíces positivas son menores que 
7. Los divisores de 432 = 2133 menores que esta cota son: 


1; 2; 3; 4; 6. 


Como f (1) =222 no es divisible por 6 — 1 = 5, no cs necesario probar con 6. Probando 
con 2, 3 y 4 hallamos: 
2) 1 —7 48  —252 432 
2 —10 76  —352 
1 —5 38  --176 80 = f (2) 
3) 1 —7 48  —252 432 
3 —l2 108 —432 


1 —4 36  —144 0 = f (3) 
4 1 -4 36  —144 
4 0 144 
1 0 36 0 =f(4) 


En consecuencia, 3 y 4 son los únicos valores enteros de y, que corresponden a las dos 
raíces racionales de la ecuación propuesta: 


3 1 4 
= — 3) R3 — = 
6 


t = — 
1 6 2 


Ejemplo 2. Hallar las raíces racionales de la ecuación: 


25 rt — 70 43 — 126 r? + 414 z — 243 = 0. 


Sustituyendo 


y 
t=; 
k 
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la ecuación en y es: 


o O o E T 
ME t ta O , 


y basta con tomar k = 5 para hacer enteros todos sus coeficientes. Eligiendo asf k la 
ecuación será: 


f (y) = yt — 14 y? — 126 y? + 2070 y — 6075 = 0. 


Todas las racíces se encuentran comprendidas entre —15 y 21 y los divisores de 
6075 = 35.5? entre estas cotas son: 


1; 3; 9; 5; 15; —1; —3; —9; —5. 
Calculando f (1) = — 4144 y f (—1) = — 8256 desechamos —5; 9 y —9. Probamos 
3 y —3: 
3) 1 —l4 —126 2070 — 6075 


3 —3 n 4779 

1 —il —159 1593 — 1296 = f (3) 
—3) 1 —l4 —126 2070 — 6075 
— 3 51 225  — 6885 

1 —17 — 75 22905  —12960 = f (3) 


Quedan por probar 5 y 15 


5) 1 —14 --126 2070 —6075 
5 —45 — 855 6075 


15) 1 —9 —171 1215 0 = f (5) 
15 90  —1215 
1 6 — 8l 0 


Por lo tanto, y = 5 e y = 15 son raíces de la ecuación auxiliar en y, y 


5 
A ; AE 


son las únicas raíces racionales de la ecuación propuesta. Si hubiéramos encontrado 
primero las raíces enteras y luego hubiéramos pasado a investigar las raíces fraccio- 
narias, las hubiéramos determinado en un número menor de cálculos. 


Problemas 


Hallar las raíces racionales de las siguientes ecuaciones: 


1. 3 z3? — 26 z? +34 z — 12 = Q. 2.273 +127? 413r +15 =0. 
3.613 —2+x-—2=0. 4. 10334 1912 —30U2+9=0. 
5. 2r — r +i =0. 6. 7 —3x+1=0. 


7. 61 — 1il r: —22—4 =Q. 8. 4r — ilr +9r—2 =0. 
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9, 2r —4r 43r —5r—2=0. 10. 673 + zt — l4 + 4r 4+5r—2 =0, 
11. 8z + 11=x2+52—6 =0. 
12. 2 + t —9rt— 6r — 5r — 7r +6 =0. 


* 13. Si un polinomio de grado < 5 con coefcientes racionales tiene raíces múltiples, 
tiene también una raíz racional, excepto en el caso de que el grado sea 4 y el polinomio 
sea un cuadrado perfecto. 


* 14. ¿Cómo puede utilizarse esta demostración para averiguar la existencia de raíces 
múltiples de ecuaciones cuyo grado no pase de 5? Considérense los ejemplos: 


(a) 25-268 4+424+132+6=0; 
(b) 3x3 462214 3x— 1 =0. 


CAPITULO V 


ECUACIONES CUBICAS Y CUARTICAS 


1. ¿Qué es la “resolución'? de una ecuación?. — El principal 
problema del álgebra consiste en la « resolución » de ecuaciones alge- 
braicas, y es importante entender claramente qué quiere indicarse con 
ello. Resolver una ecuación involucra la determinación de todas sus 
raíces, tanto reales como imaginarias, ya sea en forma exacta o con una 
cierta aproximación previamente especificada. Naturalmente la difi- 
cultad en la resolución de ecuaciones aumenta con su grado, aparte 
de otras razones, porque cuanto mayor es éste, más raíces hay que hallar. 
Para las ecuaciones de primer grado 


ac+b=0, 


la solución está dada por la fórmula 


que indica qué operaciones aritméticas deben realizarse con los coefi- 
cientes arbitrarios para hallar la raíz exacta o con un cierto grado de 
aproximación. La solución de las ecuaciones de segundo grado: 


ar? +br+c=0, 
está dada por la fórmula 


o =b Vb? —4 ac 

A 7 T 

que indica claramente la naturaleza de las operaciones a realizar con los 
coeficientes arbitrarios para obtener el valor de las raíces con la aproxi- 
mación deseada o exactamente. Al examinar la fórmula vemos que para 
calcular las raíces de la ecuación cuadrática, además de las operaciones 
racionales, es necesario extraer la raíz cuadrada de un número dado. La 
extracción de la raíz cuadrada nos conduce nuevamente a la solución 
de una ecuación cuadrática pero del tipo especial siguiente: 
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de modo que la solución de una ecuación general de segundo grado 
por la fórmula anterior es, en realidad, una reducción del problema ori- 
ginal a otro similar más simple. Para resolver este problema más simple 
de extraer la raíz cuadrada exacta o aproximada, hay métodos no más 
difíciles en su aplicación que la multiplicación y la división. Esto nos lleva 
a tratar a los radicales cuadráticos Y A como algo familiar y conocido. 
Existen también métodos para la extracción de raíces cúbicas de números 
reales, es decir, para resolver las ecuaciones cúbicas especiales de la 
forma 
=A. 


3 
Este hecho induce a considerar los radicales Y A también como algo 
familiar y conocido. Más generalmente, las raíces de las ecuaciones del 
tipo 
r=A, 


donde A es un número real, pueden hallarse aproximadamente usando, 
por ejemplo, las tablas de logaritmos. Aún en el caso de que A sea un 


n 
número complejo, los valores de su raíz enésima y A , como vimos en 
el Cap. I, pueden hallarse aproximadamente por medio de las tablas 
logarítmicas de números y funciones trigonométricas. De este modo, 


n 
podemos considerar los radicales y A como cantidades familiares, fácil- 
mente computables. La resolución de una ecuación mediante una com- 
binación de operaciones racionales y extracción de raíces se llama reso- 
lución algebraica o por radicales. Así, por ejemplo, la ecuación 


duros +1=0, 


puede resolverse algebraicamente, y sus raíces, presentadas en forma 
de radicales, son: 


Ia ¿MO 425 o —1—vV5 y ¿M0 245 


4 4 y 4 $ 4 


Una ecuación cuadrática puede ser resuelta algebraicamente cuales- 
quiera sean los valores que se atribuyan a sus coeficientes. Pero, ¿qué 
sucede con las ecuaciones cúbicas, cuárticas y de grado superior? ¿Pueden 
ser resueltas algebraicamente para valores arbitrarios de sus coeficientes? 
En lo que se refiere a las ecuaciones cúbicas y cuárticas, los matemáticos 
italianos (Scipio Ferro, Tartaglia, Cardano y Ferrari) demostraron, en 
la primera mitad del siglo dieciséis, que pueden resolverse algebraica- 
mente y sus raíces ser presentadas en forma de radicales para valores 
arbitrarios de los coeficientes. Pero todas las tentativas realizadas du- 
rante los dos siglos siguientes para hallar una solución algebraica de 
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ecuaciones «generales» (es decir, con coeficientes cualesquiera) de gado 
superior al cuarto, fracasaron. La causa de este fracaso reside en la natu- 
raleza misma del problema y no se debió a la despreocupación o falta de 
ingenio de los que se ocuparon de él. A principios del siglo diecinueve, 
primeramente Ruffini (cuya demostración no fué completa) y luego 
Abel, demostraron que es absolutamente imposible expresar, por medio 
de una fórmula en la que sólo intervengan operaciones racionales y 
radicales, las raíces de una ecuación de grado superior al cuarto cuando 
los coeficientes son arbitrarios. La demostración de esta imposibilidad 
pertenece al álgebra superior y no puede ser encarada en este Curso. 
Con respecto a la resolución algebraica de las ecuaciones cúbicas y 
cuárticas, la teoría es relativamente simple y será explicada en este 
capítulo y resumida nuevamente desde un punto de vista superior en 
el Capítulo XII. 


2. Fórmulas de Cardano. — No se pierde generalidad al tomar la 
ecuación cúbica general en la forma: 


o) =w“+0x*+bx+c=0, 
puesto que la división por el coeficiente de xi no modifica las raíces de 
la ecuación. Introduciendo una nueva incógnita, esta ecuación puede 


simplificarse, además, de modo que no contenga la segunda potencia 
de la incógnita. Con este fin hacemos: 


z=y+k, 


siendo k arbitrario. Por la fórmula de Taylor: 


+0 =I10+70My+ LO y ¿EA 


Sk) =k ak +bk+ce ; f'k) =3k+2ak+b ; 
1 1 
f(k =3k+a ; — f" (k)=1 
> (k) A J” (k) 
Para eliminar el término en y? basta elegir k de modo que: 


3k+a=0 ó => 


Por ser 
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se deduce que, sustituyendo: 
a 
gz = y TR 


3 
la ecuación propuesta queda transformada en 


Y+p+g=0, [1] 
donde 
a E T T 2e- 
3” 3 27 


Una ecuación cúbica de la forma [1] puede resolverse por medio del 
siguiente artificio: Tratamos de satisfacerla haciendo: 


y=u+0v, 


introduciendo así dos incógnitas u y v. Sustituyendo esta expresión en 
[1] y ordenando los términos de manera apropiada, u y v tienen que 
satisfacer la ecuación 


u + + (p 4 3u0) (u+0)+q=0, [2] 


con dos incógnitas. Este problema es indeterminado a .menos que se 
tome otra relación entre u y v. Tomamos para ello la relación 


3u+p=0, 
o sea 
a 
Sn 


UY = — 


Entonces, se deduce de [2] que: 

uv tH = g, 
de modo que la solución de la ecuación cúbica [1] puede obtenerse resol- 
viendo el sistema de dos ecuaciones 


w +o =—q ; wal [3] 


Elevando al cubo esta última ecuación, tenemos: 


p? 
w = —— ; 4j 
27” 
y de este modo, por las ecuaciones [3] y [4], conocemos la suma y el pro- 
ducto de las dos incógnitas u? y v. Estas cantidades son las raíces de la 


ecuación cuadrática 


p? 
+ q —— = 0. 
2 27 
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Llamándolas A y B, tenemos que: 


E È, P 
4d — tN TI’ 
E. O E 
B = 2 a +37» 


en las que esiamos en libertad de elegir la raíz cuadrada. Ahora bien, 
debido a la simetría entre los términos u y v? en el sistema [3] podemos 
hacer: 


3 
Si un valor determinado de la raíz cúbica de A se designa por yA, 
los tres valores posibles de u serán: 


3 3 
u=VA ¡;u=ovVA ; u=wvA, 
donde 
—1+1v43 


o = ———_——, 


2 


es una raíz cúbica imaginaria de la unidad. Con respecto a v tendremos 
también tres valores: 


3 o 3 3 
v=VB ;v=oŅB ; v=wwVB ; 


pero no podemos combinar uno cualquiera de ellos con los tres valores 
posibles de u, desde que u y v deben satisfacer la relación: 


3 
Si YB significa la raíz cúbica de B que satisface la relación 
32.3 p 
yA . VB == gr 


entonces los valores de v que pueden combinarse con 
3 


3 3 
u=vVA ¡;u=ovyA ;u=uwvd, 


serán 


3 3 
v=VB ;v=wwyB ; =uovB. 


98 TEORIA DE ECUACIONES 


Por lo tanto, la ecuación [1] tendrá las siguientes raíces: 


3 zz. 
Yy = vA +vB, 
3 3 
Ya =Y yA +oyB, 


3 3 
y =% YA + VB. 


Estas fórmulas se conocen como fórmulas de Cardano, en homenaje al 
matemático italiano Cardano (1501-1576), que fué el primero en publi- 
3 


carlas. Debe recordarse que Y A puede tomarse arbitrariamente entre 
3 


las tres posibles raíces de A, pero y B debe elegirse de modo que 


ty ed 


3. Discusión de la solución. — Al discutir las fórmulas de Cardano 
supusimos que p y g son números reales. Demostraremos entonces, que 
la naturaleza de las raíces depende de la función 


A=4p +20. 


Evidentemente, A será positivo, cero o negativo. Suponiendo pri- 
mero que Á sea positivo, la raíz cuadrada 


y E E 
aer” 108 * 


será real y la tomaremos positiva. Entonces A y B serán reales y por 
3 


Y A indicamos la raíz cúbica real de A. Por ser p real y 


3. 3 p 


3 
vB será la raíz cúbica real de B. Por lo tanto, la ecuación [1] tiene una 
raíz real 


3 3 
Y =vVA +vB, 


pero las otras dos raíces 


3 3 3 
3 3 FE FTI T y 
A — 
y =w VA +vVB = sain +1v3 NA NB vB , 


3 3 
3 3 “Pp an, PA Pp 
PE S r a NO y EN 2 NE 
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serán imaginarias conjugadas desde que A y B no son iguales y en con- 
secuencia 
3 3 
yA —vVB #0. 
Ejemplo 1. Sea la ecuación cúbica 


+r —2 =Q. 


Primeramente debe ser transformada por medio de la sustitución 


„l1 52 
Aar T D 
de modo que: 
1 52 522 4 
da PA = —— — = 100 
E ea z > 2 27 
En consecuencia será: 
A AS 27 pas 5 V27 
108 27 27 zz ” 27 27 
3 3 3 3 
1 il 
VA = 7 V26 +15 y3 ; VB = = V2 —15 V3 


e 


3 3 
n- (yars ¿Va cys); 


Ya 


3 3 
re 


ES A A 
O E y3 -V203 ); 


Y3 


3 3 
-4 E VaN )- 


—/3 3 
EE? — e 
-5 (Vas +i Ya —V20—15 y ) 
Correspondientemente, las raíces de la ecuación propuesta son: 


3 3 
aL Vos pia + Vio is y3—1); 
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La. - 


(Vas + O 2) + 


l 
6 


i 


+ 


(Vat ys -VaN ):; 


3 
6 

< ENE, AE 
n= (Va raya + Vas 15Y3+2)- 


-A8 EEN PE 


6 


La ecuación 
ay xr—2=0. 
tiene, sin embargo, una raíz entera 1 y las dos raíces restantes 
—l +i, 
son imaginarias. 


Comparando con las expresiones obtenidas de las tórmulas de Cardano descubrimos 
el curioso hecho de que 


3 3 
V26 +1543 +V26—15V3=4, 


a pesar de que las raíces cúbicas son números irracionales. La explicación de esto se halla" 
comparando las raíces imaginarias. Esta comparación da para la diferencia de las mismas 
raíces cúbicas 


3 3 
V26 +15V3 — V26 — 1543 =2v3, 


en consecuencia: 


3 2 
V286 +1543 =2+V3 ; V26—1543 =2—vV3. 
Por lo tanto: 24 + 15 V3y 26 — 15 43 son los cubos de los números 2 + V3y 2—v3. 
Tal simplificación ocurre siempre que la ecuación cúbica tenga una raíz racional, pere 
no en los demás casos. 
Ejemplo 2. Resolver la ecuación 


*+9:-2=0. 


Aquí la transformación preliminar no es necesaria y las fórmulas de Cardano pueden 
aplicarse directamente. Tenemos: 


A 
=9 ; q=—2 ; A=3024 ; —=28 
p=9 ia 108 


A=1+vV28 ; B=1-—4v28. 


En consecuencia, la raíz real es: 
3 


a 
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mientras que las raíces imaginarias son: 
i 3 3 yT 3 3 
Via ri Y 1) E WN ya Va). 


Para calcular estas raíces aproximadamente, puede utilizarse alguno de los conocidos: 
manuales que contienen tablas de cuadrados, cubos, raíces cuadradas y cúbicas. En estas 
tablas se halla que: 


1/28 +1 = 6,2915026 ; yY28—1 = 4,2915026 


y que: 
3 3 


VU 28 +1 = 1,8460340 ; WyY28—1 = 1,6250615 . 


Por consiguiente, la raíz real de la ecuación propuesta es aproximadamente: 


1,8460840 — 1,6250615 = 0,2210225 , 


con el grado de aproximación permitido por las tablas de siete decimales. 
En caso de que A =0 


PEA P a 
2 


y las raíces de la ecuación 
y + py + q= 0 , 


2 q 8/4 a 
n=2p/ 2 ; ny t ; n-y/2. 
2 2 2 


En consecuencia, y: = y es una raíz doble a menos que q = 0, lo. que implica que 
p = 0, en cuyo caso las tres rafces son iguales a cero y la ecuación 


y=0, 
se resuelve directamente. 
Problemas 

Resolver las ecuaciones cúbicas: 

1. 1 —6zx—6 =Q. 2. 2 — I2 r — 34 =0, 

3. +9r—6 =0. 4. 13 +18x—6 =0. 

5.27 46r +3=0. 6. 27: —3z +5 =0. 

7.34 —62*—2 =Q. 8. T? +67? —36 =0. 

9. 134322 +9x +14 =0. 16. ? +67 46r +5 = 0. 
11. z? — 152? + 105 r — 245 = 0. 12. 81°? + 12x? + 102 z — 47 = 0. 
13. t — 2z +2 =0. 14. > +3z—2 =0. 


15. 2 +6 +9r+8=0. 16. 81* +127? 4-30x —3 =0. 
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Demostrar que: 

3 e 3 3 3 

17. VV5+2-VV5-—2=1. 18. V7+vY50 + V7— 150 =2. 
3 3 i 

19. Vx 108 + 10 — Y y 108 — 10 = 2. 
3 3 

20. V V243 + V42 — V y 243 — y 242 = 2 V2. 


21. ¿Cuál es el raaio exterior de un casquete esférico de un centímetro de espesor si 
el volumen del casquete es igual al volumen del espacio hueco interior? 


22. Resolver el Problema 21 si el volumen del espacio hueco es el doble del volumen 
del casquete. 


23. Una caja sin tapa tiene la forma de un cubo de arista 10 cm. Si la capacidad de la 
caja es de 500 cm’, ¿cuál es el espesor de las paredes? Se suponen de espesor uniforme. 


4. Caso irreducible. — Volvemos a la discusión de la solución general 
para considerar qué sucede cuando A < 0. Ocurre, en este caso, un fe- 
nómero curioso: 

e Po —A 
4 a 108 


son complejos, de modo que las raíces de la ecuación [1] del Párrafo 2 
están expresadas por las raíces cúbicas de números complejos, y sin 
embargo las tres son reales. Para ver esto, sea 


3 
VA =a + bi, 
una de las raíces cúbicas de A. Por ser B conjugado de A, el número 


3 
a — bi será una de las raíces cúbicas de B y debe tomarse igual a YB 


para satisfacer la condición 


3 
PO PE A 
VA y5 =$ 


3 2 
VA =a+bi ; VB =a -— bi, 
y de las fórmulas de Cardano se deduce que las raíces 
y = 24 


y: = (a +bi)w + (a — bi) w? 
Y: = (a + bi) w? + (a — bi) w 


—a—bowy3, 


—a+bv3, 


tl 
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son reales y además, distintas. Es evidente que ya * Y3. Si yı = ya 


tendríamos 
b= —a NEJ A 


de modo que: 
3 


VA =a(l —1i4y3). 
Pero entonces 
A =4(1—143) = —8 æ. 
sería real, lo que no es cierto. En la misma forma se demuestra que 
Yı A Ys. 


Ejemplo. Resolver la ecuación 
y—3y+1=0. 


En este caso 


108 2 
1 y 3 1 y 
LD =o Bai mt, 
2 2 2 2 


y las raíces reales se presentan en la forma: 


3 3 
n= Vo + vo 
3 3 
y=w Vo +a 
3 3 
y= w Vo + w Vo? í 


Estas expresiones no pueden ser calculadas directamente debido a las rafces cúbicas 
de los números imaginarios. Si tratamos de hallar 


3 
y v=a+bi, 
algebraicamentc, tenemos que resolver el sistema formado por las ecuaciones 


y3 


a — 3ab = —— ; A A 


| 


Despejando b? en la primera 
2a +1 
6a 


ò = 


y sustituyendo este valor en la segunda 


thse- 2241) -~ va 


6a 


104 TEORIA DE ECUACIONES 


de donde 
3y3a 27 a? 


En . y AE 
(16 a? — 1)? 


16—11 ” 


Igualando las dos expresiones de b°, tenemos la ecuación 


220412. 270 
6a  (16ar—1) 


que efectuando operaciones, nos da: 
(2a)? + 3 (2a) — 24 (2a3+1=0. 
Haciendo x = 8a?, tenemos una ecuación cúbica en z 
34432 —24r+1=0 
que, sustituyendo r = y — 1, se transforma en 
y —27y—27 =0 
o, haciendo y = — 3z, resulta: 
A—32+1=0. 


Pero ésta es la misma ecuación que queríamos resolver. En consecuencia, no hemos 
avanzado un solo paso en el intento de hallar a y b por un procedimiento algebraico. 
El hecho de que las raíces de una ecuación cúbica 


v+p+q=0, 


en el caso de que 
4pP +27 <0, 


se presentaran en una forma que incluyera raíces cúbicas de números inmaigarios des- 
orientó a los matemáticos antiguos por largo tiempo, y este caso fué llamado por ellos 
casus irreducibilis, caso irreducible. Ahora sabemos que, por ejemplo, cuando p y q son 
números racionales, pero entre las tres raíces reales de una ecuación 


Y+py+a=0, 


ninguna es racional, es absolutamente imposible expresar alguna de estas raíces en una 
forma que sólo incluva radicales de cualquier clase. 


5. Resolución trigonométrica. — No obstante las dificultades al- 
gebraicas que se presentan en el caso irreducible, es posible expresar 
las raíces en una forma conveniente para el cálculo numérico, extra- 
yendo la raíz cúbica de 


2 3 
A=-—L+:; T ip 


2 a X7! 


trigonométricamente. El cuadrado del módulo de A es: 


E 
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en consecuencia 


3 = EA 


V27 


El argumento de A puede determinarse, ya por su coseno 


= (Z2})"- -pvp 


cos $ = arg 5 
2pN —P 
o ya por su tangente 
—y— A 
tang ọ = 
5 q V27 


a condición de que ¢ se tome en el primero o en el segundo cuadrante 
según que q sea negativo o positivo. Hallados p y 4 podemos tomar 


3 3 guns 
VA = Ve (eos $ + ¿son 2) = 4/ r. (cos $ + isen $) 


3 3 3 3 


3 
BaL? EEA 
vB = 3 (eos £ ¿sen E) 


Entonces, puesto que 


w = cos 120° + ¿sen 120°, 


las raíces y:, Y2, ys estarán dadas por: 


Y =2 


ne — p KA o 
n= 2y 3 cos (2 + 120), 


cos (+ + 240°) ] 


| 

X 
wl | 
3 


Ya = 


En la práctica es más conveniente expresar y. e ya en la forma: 


E p o $ 
Ye = 24/ 3 cos (60 s), 
RON P o $ 
Ya = 24/ 3 cos (so ty ) 


Ejemplo 1. Para la ecuación 
y—3y+1=0, 


106 TEOEIA DE ECUACIONES 


tenemos: 


luego: $ = 120°, e 
yı = 2 cos 40° ; ya = —2c0820” ; ya = 2 cos 80°. 
Los valores aproximados de las raíces pueden sacarse directamente de las tablas trigo- 


nométricas, y son: 
yı =  1,5320888862 


y: = — 1,8793852416 
Ya =  0,3472963554 . 


Ejemplo 2. Resolver la ecuación 
y —Ty—7=0. 
Para esta ecuación 


p==7Y ; q=-7 ; —A =49, 


1 
W 27 


El cómputo siguiente se hizo con tablas de logaritmos de seis decimales. Los cálculos 
y resultados pueden presentarse como sigue: 


tang $ = 


log 27 =1,431364 log 7 =0,845098 log cos 2 =9,999128—10 
log V27 =0,715682 log 3 =0,477121 0,485018 
log tang $ =9,284318 log 7/3 =0,367977 log yı =0,484146 
$ =10° 53'36",2 log \ 7/3 =0,183988 yı =3,04892 
1 
a $ = 3°37 52”,0 log 2 =0,301030 
log 2 47/3 =0,485018 log cos (o +2) =9,647528—10 
0,485018 
log (—y») =0,132546 
pim 3,04892 —1= 1,35689 
o $ 
ya = —1,35689 log cos | 60-— z =9,743387—10 
ya = —1,69202 0,485018 
0,00001 log (—y:) =0,2284U5 


—43 =1,69202 
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Las raíces han sido calculadas independientemente y la suma de sus valores aproximados 
resulta ser 0,00001 en lugar de cero, lo que sirve como control para demostrar que los 
valores hallados son correctos dentro de log límites de aproximación que pueden obtenerse 
con tablas de seis decimales. 


Problemas 
Resolver trigonométricamente 
1. 11 — 3r +i =0. 2. 2 +3 r —3 =0, 
3. $ +r? —2gr—1i =0. 4. 2 —6r +2 =0. 
5. x3 +622 +10r+3=0. 6 r +Hre—4rtl=0. 
7. 23+32—22x—3 =0. 8. 3 +622+8x—1=0. 


9. Cortar un sólido semiesférico con un plano paralelo a la base de modo tal que lo 
divida en dos partes de igual volumen. 


10. Si se pide que el mismo sólido se divida en tres partes de igual volumen por medio 
de dos planos paralelos a su base, demostrar cómo pueden elegirse estos planos. 


11. Siendo el peso específico del coreho de 0,25, ¿hasta qué profundidad se sumergirá 
en el agua una esfera de corcho de 10 cm de radio? 
Por el principio de Arquimedes el corcho desalojará un volumen de agua de igual peso 
que el corcho, 
12. Resolver la ecuación 
(x? — a + 1} = 94 (z — 1) 
1 


Hágase: y = os : 


13. Resolver la ecuación 


(z2 — zr +1) = 8z (z — 1). 


6. Solución de las ecuaciones cuárticas. — La resolución de las 
ecuaciones cuárticas fué descubierta por Ferrari, discípulo de Cardano. 
Escribiendo la ecuación 


zt + ax? + bet cesr+d=0, 


en la forma 


st + ar? = — br? — ces — d, 
a? ; ; 
y sumando Fg a ambos miembros, la ecuación 


(+z e) -(E-0)*-.-<, [1 


es equivalente a la ecuación original. Si el segundo miembro de [1] 
fuera un cuadrado perfecto, la solución de esta ecuación sería inmediata. 
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Pero, en general, no lo es. La idea fundamental en el método de Ferrari 
consiste en sumar a ambos miembros de [1] 


a y 
2+—e Pey 
ena 


de modo de obtener un cuadrado perfecto en el primer miembro para 
un y indeterminado. La ecuación [1] queda transformada en: 


a? 
(+i +—rzr + z = (Tots) + 
+(=o+ Gay + (—d E [2] 
2 ) ( 4) 
Ahora podemos tratar de determinar y de modo que: 
a? 1 1 
—— b + yje + {— c + —ay| r + |l—dad+—y? 3 
( 4 ») H q) l p”) m 
se convierta en el cuadrado de una expresión lineal ex + f. En general, si: 


Axr? + Bz +C = (ez +4 f}, [4] 


será 
B?—4AC=0, [5] 


y recíprocamente. De hecho, la ecuación [4] es equivalente a las tres 
relaciones 


A=ë ; B=2ef ; C=P, [6] 


para que [5] se satisfaga. Recíprocamente, suponemos que [5] sea ver- 
dadera. Entonces, si A = 0 y C = 0, tendremos también B = 0, y las 
relaciones [6] se satisfarán para e = f = 0. Si A ó C no son cero, sea, 
por ejemplo, A 0, tomamos, entonces: 


y, por [5], tendremos: 


De modo que el segundo miembro de [3] será el cuadrado de una 
expresión lineal ex + f si y satisface la ecuación: 


(ooo) 


o, efectuando operaciones: 


y — by? + (ac — 4d) y + 4bd — ad —e=0. [7] 
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Basta tomar para y una raíz cualquiera de esta ecuación cúbica, 
llamada resolvente de la ecuación cuártica, para tener 


(Forvar (ga e)et que (er 4 00 
4 2 4 


con e y f convenientemente elegidos. La ecuación cuártica queda, en- 
tonces, de la forma: 


podemos dividirla en dos ecuaciones cuadráticas 
a 1 a 1 
2 + —r + — = ex . rt + —r 4 — = — er — 
A z7 PG > z” Í, 


las que resueltas separadamente, nos dan las cuatro raíces buscadas. 
La solución se simplifica si la resolvente [7] tiene una raíz expresable 
racionalmente en función de a, b, c, d. En ese caso puede elegirse esta 
raíz para y, y las raíces de la ecuación cuártica pueden expresarse por 
medio de radicales cuadráticos. Pero en general, la expresión de las 
raíces tendrá radicales cuadráticos y cúbicos. 


Ejemplo 1. Apliquemos este método a la ecuación 
x+4z—1<=0. 


En este caso serán 
a=0;b=0;c=4;d=—1l 


y la resolvente cúbica correspondiente será: 
y +4y—16 =0, 
que tiene una raíz racional 2. Haciendo y = 2, la expresión (3) queda: 
2r —4x+2= 27 vV2) 
y se llega a la solución resolviendo las dos ecuaciones cuadráticas 
+1 =Y21—V2; z +i =—V22+wV2. 
Las cuatro raíces de la ecuación propuesta son: 
1+¿VWV8+1 — —1+Vy8—1 
E E 
Ejemplo 2. Como segundo ejemplo tomamos el siguiente problema geométrico: Por 


un punto P sobre la bisectriz del ángulo formado por 2 rectas perpendiculares OX y OY 
trazar una recta de modo que el segmento QR entre OX y OY tenga una longitud dada. 
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Considerando OX y OY como ejes coordenados, sean (—a; a) las coordenadas de P. 
Llamemos OQ = x y OR = y. La ecuación de la recta que determina en OX la abscisa x 
y en OY la ordenada y es: 

X Y 

— E A, 

T y 

La condición de que esta recta pase por el punto P (a; a) 

nos da una relación entre x e y: 


Qa 


y 


a 
+= 
T 


Por otra parte, si l es la longitud dada de QR, la segunda relación: 
y? + y? = P, 
nos la suministra el teorema de Pitágoras. Sustituyendo en esta última ecuación el valor 
az 


y= 3 
z—a 


que resulta de la primera relación, tenemos que determinar x de la ecuación 


a a? y? 
£ + n =P 


(x — a} 
zt — 2 a2 + (2a — LP) 224 2aBx—a?l? =0. 


El problema queda así reducido a la resolución de esta ecuación cuártica. Su re- 
solvente cúbica es: i 


y + (424) y — tae = (y — 2a) (y? + ly 4 2a*1%) =0, 
tiene una raíz y = 2a?, y con este valor de y, la expresión (3) queda: 
(24+B)22—20 (a +e) rH e [Y 22 + a? («—a)]. 
Nuestra ecuación de cuatro grado puede ahora dividirse en dos ecuaciones cuadráticas 


ra+o= Ve+a(—a), 
ea +a = — VP+ a (z —a), 
o sea: 
z — (VE +a +a) + ala +NE+a) =o, 
2 + (VBF a— a)r +a l — YU Ha) = 0. 


Las mismas ecuaciones determinan las abscisas de los puntos de intersección de dos 


círculos 
y PB+a+a ) 
z  x—_  _  __ ——— 
2 


E | 


| a 


2 2 a 2 2 2 2 
(++ ee) las (trte) 


2 2 
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con la recta y = 0. En consecuencia, se desprende de allí la siguiente construcción: Por 
P se trazan dos rectas PM y PN paralelas a OY y OX respectivamente, de modo que 
ON = PN =a. En MP se toma el segmento PL = l y, tomando N como centro, se 
describe un círculo de radio NL, que corta a PN en S y T. Con PS y PT co- 
mo diámetros se describen círculos que 
cortan a OX en Q, Q’ y Q” respectiva- 
mente. Las rectas pedidas se obtienen 
uniendo P con Q, Q', Q” y Q””, de mo- 
do que el problema puede tener cuatro 
soluciones; como mínimo tendrá dos. 
Los puntos Q” y Q'” existen siempre, 
pero Q y Q' pueden no existir. Esto úl- 
timo sucede si el círculo de diámetro 
PS no corta al eje OX, es decir, ei 


Fama 


2 


“ 


<a, 


O sea si 


R<8a. 


Problemas 


Resolver las siguientes ecuaciones cuárticas: 


1. zt — 8r? — 4r +3 =0. 2. t—4r 4242 =0. 

3. t +4 — 5r +2 =O. 4. 2044 5—8x*—17x—6 =0. 
5. 4—3 r +6r—2 =Q. 6. tt — r —2xr—l =0. 

7. xt +3 — 2r? — 10 r — 12 = 0. 8. 44 534+2—1334+6=0. 
91422 +x2+42=0. 10. 4452324 224+8=0. 

11. 244212312 =0, 12. *- 1214524572412 =0, 


13. Demostrar que una ecuación recíproca 
tt + pr +r +pr+1=0 
puede resolverse por medio de radicales cuadráticos. 
14. Demostrar que z = 2 cos ( 35) satisface la ecuación 
zst— r — 4r +4r+l =O. 
¿Cuáles son las otras rafces de esta ecuación? 


15. Resolver la ecuación 
[£ + 2) +r]? = 8 2 (2 + 2) 


SucEsTIÓN: Hágase r +1 = y. 


CAPITULO VI 


SEPARACION DE RAICES 


1. Objeto de este capítulo. — En éste y en los dos capítulos si- 
guientes trataremos con ecuaciones cuyos coeficientes son números. 
dados. Tales ecuaciones se llaman numéricas para distinguirlas de las 
literales, cuyos coeficientes son letras capaces de representar cualquier 
número. Los métodos directos para la resolución de ecuaciones cúbicas. 
y cuárticas fueron tratados en el capítulo precedente. No se dispone de 
tales métodos directos para ecuaciones de grados mayores, pero existen. 
procedimientos indirectos para el cómputo de raíces de las ecuaciones 
numéricas que son igualmente aplicables a ecuaciones de cualquier 
grado. A menudo estos métodos indirectos son bastante más ventajosos 
aun en el caso de ecuaciones cúbicas y cuárticas, y su exposición cons- 
tituye un capítulo muy importante del álgebra. 

En lo que sigue consideraremos únicamente ecuaciones con coefi- 
cientes reales y concentraremos nuestra atención en las raíces reales. 
Con respecto a las raíces reales, el problema es separarlas o aislarlas. 
Una raíz real se aísla si se determina un intervalo que contiene a ésta 
y no a otras raíces. Las raíces reales quedarán separadas si cada una de 
ellas está incluída en uno de dichos intervalos. Así por ejemplo, las 
raíces de la ecuación 

a+ao—2r—1=0, 


son todas reales y ubicadas en los siguientes intervalos, cada uno de los 
cuales contiene una raíz: (— 2; — 1), (— 1;0), (1; 2). Las raíces están, 
por lo tanto, separadas. Evidentemente la separación de las raíces reales 
requiere, en primer lugar, la solución de la siguiente cuestión funda- 
mental: ¿Cuántas raíces reales tiene una ecuación propuesta? A su vez, 
esta pregunta quedará contestada si encontramos la solución de un 
problema más general: ¿Cuántas raíces reales de una ecuación dada 
están contenidas entre dos números dados? Trataremos principalmente 
estos problemas en este capítulo y el siguiente. 


2. Signo de un polinomio para valores pequeños y grandes de 
la variable. — Considérese un polinomio 


oO) = cig t e r +... +err”, 
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con coeficientes reales, y supóngase que z toma valores reales. Por sim- 
plicidad escribiremos: |x| = r. Entonces 
Dlslalr+lalr+... + |c |r, 
y por consiguiente: 
Sæ sertett... +r), 
Sendo c el mayor de los números 
cl, fez], l Cn]. 
Supuesto que r < 1, tenemos 


r+re +... pri=— < ; 


y así 
If) | < 


cr 
, 
1] — 


siempre que r < 1. Por otra parte, siendo e un número positivo dado, 


la desigualdad 
cr 


<e 
l —r í 
queda satisfecha si 
€ 
r< <1 
c+e 
Por lo tanto 
If()]<e, 
siempre que 
€ 
[zi < ; 
cte 


En otras palabras, podemos establecer el siguiente resultado: El valor 
numérico del polinomio 


cx tert... Eent”, 


será menor que cualquier número positivo e dado, para valores sufi- 
cientemente pequeños de x. Es suficiente tomar 


donde c es el mayor de los números 


| cs ] , | ea], -l Cn]. 
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Esta proposición conduce a las siguientes conclusiones: 


1. Para x suficientemente pequeño en valor absoluto, el signo del 
polinomio 
(x) = ko + kiz +... + krr’, 


es el mismo que el de ko siempre que ka= 0. Podemos escribir 


o (£) = ko (1 + agt ... + enz”) 
donde 
ki ; 
ci = — ; 2=1,2...,2. 
ko 


Ahora, para x suficientemente pequeño 
Gt Hert... Fenr”, 


; ; . 1 
será numéricamente menor que cualquier número dado, digamos z’ 
Entonces, para tal z pequeño 


l +az teor t... +err”, 

1 ps 
será mayor que z y por lo tanto positivo, y entonces $ (x) tendrá 
el mismo signo que ks. 

2. Si los coeficientes a, b, c, ... no son todos nulos, el signo del poli- 
nomio 
ax” + ban + cæ? +.. 


dispuesto según las potencias crecientes de x será, para æ suficiente- 
mente pequeño, el mismo que el signo de su término de menor grado 
ax”, En efecto: 


ax” + ban + c+... = aze (1 + 2 ame + E arn t) 
a a 


y por la conclusión 1: 


TR 
a a 


será positivo para un x suficientemente pequeño. Así, por ejemplo: 


— 21 +3 25— 100 g*. 


para z pequeño será negativo o positivo según que x sea positivo one- 
gativo. 


3. El signo del polinomio 


ar paz... an, 
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dispuesto según las potencias decrecientes de z, es el mismo que elde 
su término principal aor” para valores de r suficientemente grandes. 
En efecto: 


a 
aoz” + ar! + ... an= aar 1 + 2 g-i Fh ta), 
Qo ao 


y para zx suficientemente grande (o xt suficientemente pequeño). 


1 $ A ga +... + Sa 
Qo Qn 


Ir , 


es positivo. Luego, para x grande 


— 3 zt + 100 x° + 1000 xz — 100.000 , 


será negativo, mientras 


zë — 1000 zt + 20.000 z? — 1.000.000 , 


será positivo o negativo según que x= sea positivo o negativo. 


3. Teorema. — Si un polinomio real f (x) toma valores f (a) y f(b) 
de signos opuestos para x = ayx = b, ast por ejemplo: f (a) < 0,f (b) > O, 
entonces hay por lo menos una ratz de la ecuación f (x) = 0 en el intervalo 
(a; b). 


DEMOSTRACIÓN: Desde cierto punto de vista el teorema es intuitivo, 
pues si los puntos de la curva y = f (x) correspondientes a x =a y 
xz =b están en semiplanos opuestos respecto al eje OX, entonces la 
curva, siendo continua, debe cortar a OX en algún punto entre z = a 
yx=b. 


Á Un razonamiento más riguroso es el siguiente: En primer lugar, 
sin restringir su generalidad, puede suponerse que a y b son enteros; 
pues de otra manera, bastaría hacer una transformación lineal de la 
variable: 


x=a+(b—a)jt. 


Entonces, f(z) se transformará en otro polinomio real $ (x), y: 
$ (0) = f (a), $ (1) = f (b) serán números de signos opuestos. Si, por 
lo tanto, es cierto que ¢ (t) = O tiene una raíz entre O y 1, se seguirá 
inmediatamente que la ecuación original f (x) = O tiene una raíz entre 
entre a y b. Luego no restringe la generalidad suponer que a y b sean 
enteros. Entonces, entre los valores 


Jl) , Ja+D,-...,J0), 
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de los cuales el primero es negativo y el último. positivo, habrá un últi- 
mo término no positivo, digamos f (co), tal que 


f(c) s0 ; f(co0+1)>0. 


En caso de que f (co) = O la écuación tiene una raíz entera co entre 
a y by nada queda por demostrar. De lo contrario, divídasz el intervalo 
(Co; Co + 1) en 10 partes iguales y considérense los números 


(0); s(a +=) ; sot flet 1), 


de los cuales el primaro es negativo y el último positivo. Entre ellos 
estará el último no positivo; sea: 


se a. ; 0 saz. 


tal que 


Si 
C1 
co+—)]j=0 
sl 0 a) , 
la ecuación f(x) = 0 tiene una raíz racional (e + D entre a y b y 


no queda nada por demostrar. En caso contrario, divídase el intervalo 
entero 


1 
PE & y E N RRAN 
10 10 


en diez partes iguales y considérense los números 


ay. E AS a+i 
5 (00 +5) Ie) 000 + 10 )» 


entre los cuales se encontrará el último 


que no es positivo. Si 
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se habrá determinado una raíz racional 


en diez partes iguales y continúese como anteriormente. El proceso ter- 
minará si la ecuación tiene una raíz racional de la forma 


representada por una fracción decimal finita entre a y b y de lo contrario 
puede continuarse indefinidamente, determinándose un decimal de infi- 
nitas cifras 


E=0+ + A 


Por la forma en que se obtuvo este decimal es evidente que haciendo 


Em ett te nas 
10? 10” 
cı Ca Cm+1 
m= eot t PE, 
O e t -io~ 
tendremos 
SEn) <O ; fm) >O, 
para m = 1, 2,3, ... Por otra parte, por la fórmula de Taylor 


S Em) =S E) + En— Df E H 
qu (E) 


O Ep 
+ EE A ia EE.. <o, 
CA OES A AECA OA Ey A 
y luego 
¡Oleiros y E, pi [1] 


AO E a A TÈ 4 (2] 
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Pero, de acuerdo con el resultado establecido en el Párrafo 2, el polinomio 
en h 
1t 
5) 
OS) =p EW ns 
f 1.2 i 
será numéricamente menor que un número positivo e dado, siempre que 


el valor absoluto de h sea menor que un cierto número 3 que puede ser 
calculado al conocerse el valor de s. Considerando que las diferencias 


(E — Em) y (5 — nm) son numéricamente menores que y tómando 


0” 


m tan grande como para hacer <3 el segundo miembro de las 


desigualdades [1] y [2] será numéricamente menor que e, es decir, mayor 
que — e y menor que e. 
En consecuencia : 


IO <e y J) >—e, 


por más pequeño que se tome e, lo que implica f (Ẹ) = 0. Así, queda 
demostrado que el número 
AE A T 
10 102 
que ciertamente pertenece al intervalo (a;b) es una raíz de la ecuación 
fŒ =0. 

Téngase en cuenta que esta demostración da también el procedimiento 
para computar aproximadamente, y con cualquier grado de aproxima- 
ción, la raíz cuya existencia queda establecida y. 

El teorema que se acaba de demostrar es solamente un caso particular 
de uno más general concerniente a las funciones continuas: Si una fun- 
ción continua en un intervalo a <x <b toma valores de signos opuestos 
en sus extremos, se anula en algún punto interior del intervalo. Nos refe- 
riremos ocasionalmente a esta propiedad general de las funciones con- 
tinuas, cuya demostración es muy similar a la desarrollada para los 
polinomios. 


4. Corolarios. — Entre las consecuencias inmediatas del teorema 
del Párrafo 3 están las siguientes: 
1. Una ecuación real 
f(x) = aga?rti ag” +... + anyi =Q, 


de grado impar, tiene por lo menos una raíz real. Esto es evidente en 
el caso en que azn+ı = 0; pues entonces x = 0 es una raíz. Cuando 
42n+1 no es nulo, será positivo o negativo. Ahora, sin restringir la genera- 
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lidad, el coeficiente as puede suponerse positivo. Entonces, para valores 
suficientemente grandes c (Párrafo 2, conclusión 3) f (c) será positivo 
y f(—c) negativo. Suponiendo azn+1 < O tenemos: 


S(0)<0 ; f(c)>0, 
y hay una raíz positiva de la ecuación f (z) = 0. Si 43,41 > 0, entonces: 
f(—09) <0 ; $(0) >0, 


y en este caso la ecuación tiene una raíz negativa. 


2. Una ecuación 


f(x) = aog?” + E +... F azn = 0, 


de grado par, en la que el coeficiente principal as y el término indepen- 
diente az, tienen signos opuestos, tiene por lo menos dos raíces reales, 
una positiva y otra negativa. Suponiendo ao > 0 y c suficientemente 
grande, f (c) y f (— c) serán ambos positivos; entonces, desde que 


f(—)>0 ; f(0)<0 ; f(c) >0. 


<ada uno de los intervalos (— c; 0) y (0;c) contiene por lo menos una 
raíz de la ecuación f (x) = 


3. Un polinomio real sin raíces reales en un intervalo a <x < b con- 
serva un signo constante en el mismo, es decir, f (x) es positivo o nega- 
tivo cualquiera sea el valor de x que se tome en el intervalo (a; b). Sean 
x’ y x” dos valores cualesquiera tomados en (a;b). Entonces, ni f (x”) 
ni f (x'”) son nulos, desde que el intervalo no contiene raíces de f (x) 
y por lo tanto f(x”) y f(x”) no pueden tener signos opuestos, pues de 
otra manera f (x) tendría una raíz entre z’ y x” y pertenecería al inter- 
valo (a;b) lo que es contrario a la hipótesis. 


4. El número de raíces de f (x) = 0 entre a y b, contadas de ecterdo 
a su multiplicidad, es impar o par, de acuerdo a que f (a) y f (b) tengan 
signos opuestos o iguales. Sean c,d, ..., l, distintas raíces, de f (x) entre 
ayb, y y, 5, ..., A, sus órdenes de multiplicidad. Entonces: 


J (z) = (z —c) (z — d)? ... (z — D> ẹ (z), 


y $ (x) no tiene raíces entre a y d. o =byres y dar 
ciendo el cociente, tenemos: 


TENE 
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Ahora, por el corolario 3, el cociente 


10) 
$ (a) ” 
es positivo, mientras que 
b=c bd. ar 
a=ce * a-d* anl’ 
son números negativos. El signo de f m es el mismo que el de 


(= 1) +3+...+A 


luego, y +8 + ... +A —número de raíces de f (xz) en (a;b) contadas 
de acuerdo a su multiplicidad — es impar si f (b) y f (a) tienen signos 
opuestos, y par si f (b) y f (a) tienen el mismo signo. 


5. Ejemplos. — Antes de considerar los ejemplos que tratan de ilus- 
trar el uso de los resultados establecidos hasta aquí, es conveniente 
introducir ciertos símbolos y explicar su significado. Cuando escribimos 
fl4+o)=+w ó f$(+ 0) = — uo queremos decir que para todos los 
valores positivos de z suficientemente grandes, el polinomio f(x) con- 
serva el signo + ó — y toma, en valor absoluto, valores mayores que 
cualquier número positivo dado. En la misma forma, los símbolos 
Jl—o)=+wu ó f(—o)= —o significan que para cualquier x 
negativo, suficientemente grande en valor absoluto, f(x) conserva el 
signo + ó —, sobrepasando numéricamente cualquier número positivo 
prefijado. 


Ejemplo 1. Considérese la ecuación 
f (2) = (z — 1) (z — 3) (z — 5) (z — 7) + à (z — 2) (z — 4) (z — 6) = 0 


donde A es un número real arbitrario. Al sustituir en f (z) respectivamente — œ; 2; 4; 
6; + œ tenemos 


Valores: f(— 0) f(Q) $(4) f6) f(e) 
Signos: + = + — . + 
De esto concluímos que la ecuación propuesta tiene raíces en cada uno de los intervalos 
(052) (24) (4,6) (6; + œ). 


Como el grado de esta ecuación es 4, todas sus raíces son reales y simples. Llamándolas 
cĉ, d, e, f vemos que 


— wo <cec<2<d<4<e<6<f<+.. 
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En otras palabras, las raíces de las ecuaciones 
f(1)=0 y (2-2) (2—4) (—6) =0 


se siguen en un orden alternado o se separan mutuamente. En general, si dos ecuaciones 
tienen todas sus raíces reales y simples y están ubicadas de tal modo que entre dos con- 
secutivas de una hay justamente una raíz de la otra, decimos que las raíces de una separan 
las de la otra. Evidentemente, en ese caso, los grados de las ecuaciones son iguales o bien 
difieren en una unidad. 


Ejemplo 2. Considérese una ecuación de la forma 


B C 


+ + 


—P =0, 
z—a z—b z—e 


F (1) = 


ca la cual A, B, C son números positivos; a < b < c; y P es un número cualquiera dis- 
tinto de cero. Escribiendo 


g (x1) = (z — a) (z — b) (z — e) 


y 
) 
F (2) = fir 
g (2) 
es obvio que las raíces de la ecuación en la forma original y las e f (z) = 0 son las mis- 
mas. Ahora, en F (x) hágase la sustitución z = a — e; z = a + e; los resultados son 
A B C 
A A 
e a—b—e a—c—e 
F (a + e) = Z + 2 + E P 
PRR e a—becr a—c+e Ñ 


Si e es positivo y muy pequeño, los términos 


sobrepasan a los otros en las expresiones precedentes y por lo tanto F (a — «) < 0; 
F (a + s) >0 para un e positivo pequeño. Del mismo modo encontramos que: 


F(b—e)<0, F(c—e<0, 
F(b+e)>0, F(c+:e>0, 


para e positivo y pequeño; en otras palabras: 


fea f6=%) fea 
o ET 
razg >? ve- iS ps ao db 
sato o, JOR y, LO HO 


g(a + e) g(b + e) g(c+«) 
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para « pequeño y positivo. Los signos de g (a — e), g (a + +), etc. son los siguientes: 


gla—" gla+e gb—e gbt) gle—e glc+e 
E + + Es Ta + 


y consecuentemente los de: f (a — e), f (a + e), etc., son: 


fas fato 6) fota) fe~) J(0+0) 
+ + — — + + 


Aún más, desde que: 
F(— 0) =F (+0) =—P, 


el signo de f (+ œ) es negativo, en el caso de P positivo, y el signo de f (— œ) es nega- 
tivo en el caso de P negativo. Luego, para P > 0 


los signos de fla+reo Jflb—e fota) flo—e fleto fito) 
son + — — + + = 


mientras que para P <0 


los signos de io) fla=e fato fib—=e Jota fo" 
son — + + z= = + 


En el primer caso hay una raíz en cada uno de los intervaivo 
(a;b) ; (bc) ; (ce; + e) 
y en el segundo caso, en cada uno de los intervalos 
(— œ;a) ; (a,b) ; (b; e). 


Las raíces de la ecuación propuesta son, por lo tanto, reales, simples y separan a a, b, e. 


Problemas 


Verifíquese que las siguientes ecuaciones tienen raíces en los intervalos indicados 


1. 2—72+7=0. Raíces en (— 4; — 3); (1 7); (72). 


8 8 
2. ẹ — 3z? —4xr +13 =0. Raíces en (x 5) (53) ; (— 3; — 2). 


7 
3. 4—6 rT + 5r? -4 l4r—4 = 0. Raíces en (— 2; — 1); (0; 1); g zy (5 4). 


4. 4423 —322—62x+2=0. Raíces en (— 3; — 4); (— 2; 0); (0; 1); (1; 2). 
1 1 
5.5% + 16 z? — 9z? — 12x +2 =0. Tres raíces en (—1;0) ; (o 5) (5 ij; 
Afslese la euarta raíz. 
6. Demuéstrese que para todo valor real de à la ecuación 
(z — 2) (z — 5) (z — 7) (z — 9) +2 (z — 3) (z — 6) (z — 8) (t — 10)'= 0, 


tiene todas las raíces reales y simples y sepáreselas. 


SEPARACION DE RAICES 123 


7. Resuélvase el Problema 6 para 
z (z? — 1) (z — 2) 4- à (2 x + 1) (8 z — 2) (2 r — 3) =0. 


*8. Si aı <bı <a <b: <... < an—ı < bnr—ı < Gn y A es un número real, de- 
muéstrese que las raíces de: 


(x —ay) (z — a2) ... (£ — an) + à (z — bı) (z — b) ... (£ — bn—1) = 0, 


son reales y simples. Sepáreselas. 


*9, Si ar <bı <a: <b: <... <an < da y A es real, ¿cuál es la naturaleza de las 
raíces de la ecuación 


(z — a) (z—as) ... [z— an) + à (z — bı) (z — bà ... (1 — bn) =0? 
Indíquense intervalos que contengan sólo una raíz. 
10. Demuéstrese que las raíces de la ecuación 


1 2 


+ l z 242 F3 


—10 = 0 


son reales y simples y sepáreselas. 


*11. Demostrar en general que las raíces de la ecuación 


A «Y Ai E An 


z—A1 T— 42 £ — An 


—P =0 


son reales y simples si A1 > 0; A: > 0; ...; An > 0. Indíquense los intervalos que con- 
tengan cada uno sólo una raíz. 


6. Una identidad y un lema importantes. — Sean Tı, T2, ..., Ta 
las raíces de un polinomio 


f(z) = aoz” + mar +... +a, 
y sea 


f(x) = ao(£ — z1) (£ —2%e) ... (£ — Tr), 


su faetoreo. Reemplazaado aquí z por x + h, podemos presentar f (x +h) 
así: 


fia +h = ale +h — az) (z+ h — z)... (x +h — atn) = 


= Qo (x — q1) (£ — T2) -.. 


0 T ( +—)( +-+) 
©t— Tı T — T? L —- Tn 
o bien 


Jie +h) -1@ (1+ 2 (1 to (1 ta) 


T— Tı 
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El producto 
; h 
ina ir Ed a 
T—L1 T— La T — Tn 


puede ser desarrollado en potencias crecientes de h, y los primeros dos 
términos de ese desarrollo son 


1 
1+a( E a 


x— Ii T — Toa T — Tn 
Luego: 
ternara t re AAA deere) Pri 
p a T — n T — Ln 


Por otra parte, por la fórmula de Taylor: 
fæ + h) = f(s) +h (0) +... 


así que, comparando los coeficientes de h en ambas expresiones, obte- 
nemos una importante identidad: 


f(x) = f(z) + f(x) +... + f(z) 


T— tı T — Tz T — Tn 


, 


que también puede ser escrita asi: 


' (x 1 1 1 
a u AN E 
f(x) L—21 L—Za 2 — Ln 
Las raíces de zı, Zo, T3, . . ., Zn nO necesitan ser todas diferentes ; sean 
las distintas entre ellas a, b, ..., l y sean a, B, ..., A sus multiplicidades. 


Entonces la identidad que acaba de deducirse puede presentarse en la 
forma 
1 
AET TS PEE EN E E A 
f(x) z—a x—b x—l 


Escribiendo 


J(=) = (x — a)"g (2), 


el polinomio g (x) tiene raíces b,c, ..., 1 de multiplicidades 6, EEEE T 
Luego, aplicando la misma identidad a g (x) tenemos 


g) __B A 
g (x) x—b mese i 
y así 
10__a e i 


J) z—a g(x) 
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De ahora en adelante, supondremos que f (x) tiene coeficientes reules; 
supondremos también que a es una raíz real. Entonces, g (x) será un 
polinomio real y g (a) 40. Sustituyendo en [1]: r-=a— e y r=a+e 
tenemos 


fla) __2« gla-e , fate) _a, glate. 
J(a— e) e gla=e ` fat) e gl(a+o) 


Ahora, si e es positivo y pequeño, los términos 


a g 
a A 
£ E 
serán números negativos y positivos que en valor absoluto. sobrepasa- 
rán al de: 
g' (a — e) y g' (a + e) 
g (a — e) g (a + e) 


que para s pequeño son casi iguales a la cantidad finita 


g' (a) 
g (a) 


Por lo tanto, para « pequeño y positivo, el cociente 
f' (a — e) 
f (a — e) 
será negativo y 
f' (a + e) 
f(a + e) 


será positivo, y ambas expresiones serán grandes en valor absoluto. Es 
ésta una importante propiedad que estableceremos como lema. Cuando 
x crece y pasa por una raíz real de f (x), el cociente 


f (2) 
f(x) 


al convertirse en infinito, cambia de signo de — a + o pasa de — œ a 


+ o. 


7. El teorema de Rolle. — Será fácil ahora demostrar un teorema. 
importante conocido como teorema de Rolle. Entre dos ratces (reales) 
consecutivas a y b de un polinomio f (x) hay por lo menos una, y siempre, 
un número impar de raíces de su derivada f' (z). 
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DeEm{mosTRACIÓN: Desde que a y b son dos raíces consecutivas de f (x), 
en el intervalo a + e s x <b — e el signo de f (x) no puede cambiar, 
así que 


Fut y ==.) 
serán números del mismo signo. Pero si s es pequeño y positivo 


fat) o. L06—3 


; = <0, 
f(a + e) J(b— e) 


por el lema del Párrafo 6; en consecuencia: 
f(a+e y Ff(—e), 


son de signos opuestos y entre a y b debe haber por lo menos una raíz 
de la derivada f' (x) (Párrafo 4, Corolario 4). De cualquier forma, el 
número de raíces, contada cada una de acuerdo a su multiplicidad, será 
impar. 


CoRoLARIO: Entre dos raíces consecutivas c y d de: la derivada f' (£) 
existe a lo sumo una ratz de f (29. En primer lugar, tal raíz debe ser sim- 
ple. Supóngase que haya dos raíces a y f de la ecuación f (x) = 0 entre 
c y d, de manera quec < a < f < d. Entonces, por el teorema de Rolle, 
la derivada f’ (x) tendría por lo menos una raízentre a y B, y c y d no 
serían dos raíces consecutivas de f’ (x). Similarmente, si f es la menor 
de las raíces de f’ (x) y g la mayor, cada uno de los intervalos (— œ; f) 
y (9; + œ) puede contener sólo una raíz de f(x) ea su interior. Es 
evidente que entre c y d no habrá ninguna raíz de f (x) si 


F(c)f(d) >0 
y solamente una si 


F(c)f(d) <0. 


Igualmente, los intervako {— w;f) y (g; + œ) contienen o ninguna 
o sólo una raíz de f (x) si en sus puntos extremos los signos de f (z) 
son iguales o no. 

Sobre estas observaciones puede basarse un método para separar 
las raíces de un polinomio, en caso de que sean simples, supuesto que las 
raíces de la derivada se conozcan. Sean todas las raíces distintas de f’ (x) 


Ci Lle L.a. <Cr. 
Escríbanse, uno detrás del otro, los signos de 
oo) ; flea) ; fle). fc) ; fi o). 11) 


En una sucesión de signos + ó — hay una variación si dos con- 
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secutivos son distintos, y una permanencia si son iguales. Por ejem- 
plo, la sucesión 
tó its PES 


presenta cinco variaciones y dos permanencias. Adoptada esta termi- 
nología, el número de raíces reales de la ecuación f(z) = 0 es igual al 
número de variaciones en la sucesión [1]. Más aún, las raíces estarán 
separadas y asignados intervalos, cada uno de los cuales contiene una 
sola raíz. 


Ejemplo 1. Separar las raíces de la ecuación 
f (£) =21—5:+102—10x +1. 
Derde que 
f (2) = 10 (zt — 2x? +22 — 1) = 10 (z —1) (z + 1) 

tiene dos raíces distintas 1 y — 1, considérese 

foo) ¡JEDI ; f œ) 
y escríbase la correspondiente sucesión de signos 

= a 


Esta presenta tres variaciones lo que indica tres raíces reales y simples, cada una en 
uno de los intervalos: 


(— æ; —1) ; (1; 1); Q; + œ) 
Ejemplo 2. ¿Cuántas raíces reales tiene la ecuación 
f(x) =12*—4ar+b=0? 


La derivada 
$ (1) = 4 (z? — a) 


tiene una sola raíz real 


Va 


3_ 3_ 
fa) =—3aya+b 
Si 
3 
b=3avya 6 b=27at 


la única raíz real de la ecuación propuesta será la raíz múltiple Va . Si b > 27 at, los 
signos de 
3_ 
[Toa if(va) 57 (4 0) 


son 


+++ 
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así que en este caso todas las raíces son imaginarias. Finalmente, en el caso b! < 27 at 
la sucesión de signos 


+= + 
indica dos raíces reales y simples, siendo la otra imaginaria. El uso de este método basado 
en el teorema de Rolle para separar las raíces, es limitado, pues sólo raramente se conocen 
las raíces de la derivada. La importancia de este teorema consiste en otras aplicaciones, 
algunas de las cuales se considerarán enseguida. 
Problemas 
Separar las raíces de las siguientes ecuaciones 
L. 3z —4r — 6r +l2z—1 =0. 2. 3r — r — 6r +3z+1=0. 
3. 3 rt —21—62?+6x-2=0. 4. t — 4r HAr —2Ar—l =0. 
5. 2x5 +5rt— 10r? — 20r’ +40r+5=0. 
6. 315 — 25 r? + 60 z — 10 = 0. 7. z9 — 10r +5 =0. 
8. z5 — 80 z +35 = 0. 9. z? — 6r +4 = 0. 
10. 5x1 + 24 z5 + 30 zt — 20 r3 — 75 r? — 60 r +3 = 0. 
11. ¿Para qué valores de A la ecuación 
(z +33 —A (r—1) =0 
tiene tres raíces reales? 
12. ¿Para qué valores de A la ecuación 
(+ 3)? —A (1-1)? =0 
tiene tres raíces reales? 
13. Demostrar que la condición necesaria y suficiente para que una ecuación 
v+pr+q=0 
tenga tres raíces reales distintas es 4 p? + 27 g? < 0. 
* 14. En una ecuación trinomia 
z” +pi+9=0 


de grado impar, el exponente m puede tomarse impar. Demostrar que el número de raíces 
reales es uno o tres, y que hay tres raíces reales y distintas sólo si 


n n—m 
SS 
n n— m 


* 15, En una ecuación trinomia 


z” 4+ pz” +q=0 


de grado par, el exponente m puede ser impar o par y p puede ser tomado positivo si m 
es impar. Entonces, habrá dos raíces reales y distintas sólo si 


e R 
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(EJ y 


Si m es par, el número de raíces realés, de acuerdo a estos dos casos es cuatro O cero. 


y ninguna si 


* 16. Si las raíces de f (z) = 0 son reales y simples, demostrar que las raíces de 
FS aY — Il) e =0, 


son todas imaginarias. 


* 17. Las raíces de las ecuaciones f (z) = 0 y g (z) = 0 son reales y simples y se separan 
mutuamente; es decir, entre dos raíces consecutivas cualesquiera de una, hay justa- 


mente una raíz de otra. Llamando a las raíces de g (1) = 0: zı < Ta < ... < fm. de- 
mostrar que los cocientes 

S) Se) S (En) 

gía) * gu) * O Y Em) 


son del mismo signo. 


* 18. En las mismas condiciones que en el problema anterior demostrar que todas 
las raíces de la ecuación 


[Da (3) — S (z) g2) =0, 


son imaginarias. 
x 8. Otras aplicaciones del teorema de Rolle. — Sea un poino: 
mio con las raíces reales distintas 


bi <b: <... < bs, 


de multiplicidades 8, Bz, ..., Ba respectivamente, de manera que en 
conjunto contamos 


= B + Bet... + Bs, 
raíces reales. Por el teorema de Rolle, cada uno de los intervalos 
(b1 ;b2) ; (bz;ba);... ; (be—15b), 


contiene por lo menos una raíz de la derivada f’ (x). Desde que el número 
de intervalos es s — 1, tenemos no menos de s — 1 raíces distintas de 
S' (x). Aún más, b; será una raíz de multiplicidad ß: — 1 de f’ (z) (en 
el caso en que f; = 1 no sea raíz). Sumando tenemos, por lo tanto 


B—1+BB—l1+... + f—1 =r — 8, 


raíces diferentes, de las numeradas antes. En conjunto, la ecuación 
f'(x) =0 tendrá, por lo menos 


r—s+s—li=r—l, 


raíces reales. Luego, podemos establecer la conclusión: 
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Si una ecuación f(x) = 0 tiene r raíces reales, el número de raíces 
reales de f’ (x) = 0 es, por lo menos, r — 1; 0,lo que es lo mismo, el 
número de raíces imaginarias de la derivada no es mayor que el número 
de raíces imaginarias de f (x). En efecto, sea 2 k el número de raíces 
imaginarias de f (z) y n el grado de este polinomio; entonces: 


n=r+2k 


Análogamente, si r' es el número de raíces reales de f' (x) y 2k el 
de las raíces imaginarias: 


n—l=r +2k. 
Pero r’ > r — 1 y por lo tanto 
n=r+2kzr4+2k. 


desde que 2k’ s 2k. En particular, si todas las raíces de la ecuación 
f (z) = 0 son reales, la derivada f’ (x) = O no puede tener raíces imagi- 
narias; esto es, todas sus raíces son también reales. En este caso espe- 
cial, puede decirse algo más acerca de las raíces de la derivada. Desde 
que k' = 0, debemos tener r’ = r — 1, Esto significa que cada uno de 
los intervalos 


(01 ;dr) ; (b2;b3);... ;(ba-1;b), 


contendrá justamente una de las raíces de f’ (x), necesariamente simple, 
y las otras raíces de f’ (x) serán raíces múltiples de f(x). Luego, las 
raíces múltiples de f’ (x) son necesariamente raíces múltiples de f (z), 
supuesto que este polinomio tuviera sólo raíces reales, y f' (x) tendrá 
raíces simples, si f (x) tiene por lo menos dos raíces distintas. Aún más, 
las raíces de f’ (x) están comprendidas entre la menor y la mayor raíz de 
f(x). Aplicando el mismo razonamiento a f'(x), luego a f” (x), ete., 
podemos finalmente establecer el siguiente enunciado: Si todas las 
raíces de una ecuación f (z) = 0 son reales, lo mismo sucederá con las 
ecuaciones 


fS()=0;$'(7)=0 (7) =0;... 


Las raíces múltiples de cada una de éstas, lo serán tambien múltiples 
de f(z), y cada una tendrá raíces simples si no todas las raíces de 
f(x) =0 son iguales. Ninguna raíz estará fuera del intervalo entre la 
mayor y la menor raíz de f (x) = 0. 

Los dos ejemplos siguientes ilustrarán las aplicaciones que pueden 
hacerse de este teorema: 


Ejemplo 1. Sean a < 6 dos números reales y sea 


f(z) = (z — a)” (z —D*. 
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La ecuación f (z) = 0 tiene sólolas raíces reales a y b y ambas de multiplicidad n. 
Luego, la ecuación 
n 


dz” 


[ (z —a)” (z —b)"] = 0, 


de grado n tendrá solamente raices reales. Estas raíces serán simples, desde que ni a 
ni b aparecen entre ellas y estarán contenidas entre a y b. 


“Ejemplo 2. Sea 
J (2) = (£ +a) (z +a)... (£ + an). 
Desarrollando f (x) en potencias decrecientes de z, el coeficiente de 7 será la suma 
8: =X 4102... Qi, 


de todos los productos de las + cantidades tomadas entre a, Qs, ..., Gn. El número de 
términos de la suma es 


n (n— 1)... (n—i+!1) a (;) 


1.2... i 


Llamando, por lo tanto, p; a la media aritmética de todos los productos de i factores 
tomados entre i, Q2, ..., @n tenemos 


y podemos escribir 


n 
fa) =ar" A a (hrt + Prs 
de donde se sigue que 


—1 —1 
ro mae”, Jueza (7 Jr + ; 


por aplicación repetida de este resultado podemos concluir que la derivada de orden s 
difiere sólo en una constante de 


an. 4 (I)e OE T AR 
1 


Supóngase ahora que dı, dz, ..., Gn son números reales distintos entre sí. Entonces, 
la ecuación 


n—s Ns n—s—1 
anos + i pir +... +Pm=0 


tiene solamente raíces reales y no son todas iguales. Reemplácese 8 por n—k—1 y 
sustitúyase z = y”!; la ecuación transformada 


k+1 k+1 
pte a ( : Ine + ( 3 Jø. a m0 
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tiene análogamente, sólo raíces reales y no iguales. Tomando la (k — 1)-£sima derivade 
y eliminando el factor constante, llegamos a la ecuación 


P41Y4 +2pky +21 0, 
con raíces reales y distintas, lo que supone la desigualdad 
Pr > Phi Pk+1o 


que se cumple para k = 1,2, ...,n — 1. En particular, si ar, a2, ..., Gp Son números 


positivos, Pı, Pz, ... Pn serán positivos. Tomando k = 1, tenemos 
p? > Pz 
o bien 
pe! 2 <p. 


Para k = 2 tenemos 
pè > pip: > ph? Pa 


de donde 
p? < pal. 


Tomando nuevamente k = 3, tenemos 


2/2 


Pa? > p2 Ppa > pa ** pa 


de donde 
pi” < pr” 


y continuando de la misma forma, es fácil verificar que, en general 


pe e 
py +1 <p v” 
v+1 v 


Así, establecemos la sucesión de notables desigualdades 


pi > pr! >p >... > pr!” 


que se cumple para cualquier cantidad positiva a, az, ..., Gn, Supuesto que no todas som 
iguales. En particular: 
a1+42 +... +an 


1 = 


n 
y 
Pn = 010203... Up, 
tal que 
n 


y ésta es la clásica desigualdad de Cauchy, que expresa el hecho de que la media arit- 
mética de números positivos es mayor que la media geométrica, siempre que no todos 
los números sean iguales yk. 
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Problemas 


* 1. Demostrar que las raíces de la ecuación 


ny! n(n— 1) Y n (n —1) (n — 2) 2 e 
e lee Me aid 


son reales, simples, y contenidas entre 0 y 1. 


* 2. Si las raíces de la ecuación 
ar” E t... Han 


son reales, entonces 
a? Z i—i ipi. 


para 1 = 1,2,...,n— 1. 
* 3. Si las raíces de la ecuación f (z) son reales y simples, demostrar que las raíces de 
la ecuación 
M—DI—nJ1" =0, 
son imaginarias. Nótese que para un valor de z arbitrario las raíces de la ecuación en z 


E = 


S) e S (a) 241. 20 


son reales y distintas. 


* 4. Siendo las raíces de f (z) = 0 reales, demostrar que lo mismo es cierto con res- 

pecto a las ecuaciones 
zf' @) +f) =0 ; 2 (=) +2f(z)=0 ; zf (2) +3/() =0;... 
* 5. Si las raíces de la ecuación 
aoz? Haiz l +... +a =U 
son reales, demostrar que lo mismo es cierto para la ecuación 
(n + tasar + nta" + (n— Dra 24... .paoj=m0, 

donde k es un entero positivo. 

* 6. Demostrar que las raíces de la ecuación 


n (n — 1)” 


n—2 mi 
12 z +...4+1=0, 


(n + 1)"—1 2% + pp” gal + 
son reales. 


* 7. Las raíces de la ecuación f (x) = 0 y g (z) = 0 son reales y simples y se separan 
mutuamente. Demostrar que la misma propiedad se mantiene para f' (1) =0 y g' (1) =0. 
Véase el Problema 18, Párrafo 7. 


* 8. Demostrar que las raíces de la ecuación 


n 


gr T 
1l +z +— +... +4+—=0 
2 n 


son todas imaginarias si n es par, y todas menos una, sì n es impar. 
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* 9. Demostrar lo mismo para la ecuación 


EEE E, 
a e E AR O 


9. Un teorema de de Gua. — Consideraremos ahora una ecuación de 
de la forma 


Po) =2f (2) + aJ £), 
en la cual æ es una constante bitraria, positiva o negativa. Sea 


bi < ba <... < bs, 


raíces positivas y distintas de 

f(x) =0 , 
y bz Bz, ..., B, sus multiplicidades, de tal modo que, en conjunto, 
tenemos 


r= Bb t B2 +... +, 


raíces positivas. La raíz b;, en el caso en que f; > 1 será también una 
raíz de la ecuación F (x) = 0, pero de multiplicidad B; — 1. Pues 


f (2) = (2— dif, (2) 

F (2) = (a — b) fa (2), 
de donde 

F (2) = (2 —d)%= [2f2 (2) + a (£ — bi) fı (2)], 
pero 
J: (£) = afa (2) + a (£ — b) fı (2), 
para x = b; se reduce a 
bifa (05), 
—número distinto de cero—, y esto prueba que b; es una raíz de F (x) 
de multiplicidad $; — 1. Así, la ecuación F (x) = O tiene, ciertamente 
B—1+f—1+...+B—1l=,r—s8s 

raíces y además, tiene una raíz por lo menos en cada uno de los interva- 


los 
(bi, ba) ; (bz b3); ... ; (dea, bs). 


Para demostrarlo, sea « un número positivo pequeño. Entonces: 
f (2) 

, 
f (2) 


T 
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para z =b;+ e será un número positivo grande, mientras que para 
x£ = bi}ı -— £ será negativo y grande numéricamente (Párrafo 6). Se 


deduce que 
F (b; + £) dos F (bi41— €) 
Jit e) J (Digi — £) 


para e suficientemente pequeño, mientras que 
Jit e) y J(diri— e), 
tienen el mismo signo. Por lo tanto: 


F (b; + e) y F (bipi — e). 


<0, 


tienen signos opuestos, y la ecuación 
F(x) =0, 


tiene, por lo menos, yna raíz en el intervalo (b;;b;+1). A las r — s raíces 
previamente contadas, pueden agregarse por lo menos s — 1 raíces 
distintas de aquéllas, de modo que, en total, la ecuación 


F (z) = zf ((1)+af(x) =0, 


tiene por lo menos r — 1 raíces positivas si el polinomio tiene r raí- 
ces positivas, importante enunciado que se utilizará en el párrafo pró- 
ximo. 


* Puede demostrarse de manera similar, que el número de raíces 
negativas de F (x) = 0 no es mayor que r' — 1, si 7’ representa el número 
de raíces negativas de f (x) = 0. El número total de raíces reales de la 
última ecuación es 

m=rw+r, 


sif(0) 0 y 
m=r+rw+v, 


si f (x) tiene el cero como raíz de multiplicidad v. En este caso es fácil 
verificar que F (x) es divisible por x’, de modo que el cero es raíz de 
multiplicidad por lo menos igual a y para la ecuación F (z) = 0. Desde 
que el número de raíces positivas y negativas de esta ecuación es, por 
lo menos, r + 1” —2, el número de todas sus raíces reales nunca es 
menor que m — 2. En particular, si todas las raíces de f (x) son reales, 
la ecuación 


zf (z) + af (z) =0, 


no puede tener más de dos raíces imaginarias puesto que su grado no 
es mayor que el de f (x). Puede verse con un ejemplo que puede tener 
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raíces imaginarias aún cuando las raíces de f (x) sean reales. Tómese 
JS (1) = £ — z, luego 
F(2)=(a+3x*-—(a+1)x, 
y para « = — 2 
F (z) = è +z = z(e +1). 


Este polinomio tiene dos raíces imaginarias. Sin embargo, todas las 
raíces de 
xf' (z) + a«f(z)=0, 


serán reales si a es positivo. Para demostrarlo, considérese el cociente 


Ple) _ FC) 


= g =——— 


J(e) O) 


Este cociente es evidentemente positivo si f (0) <0 y e es suficiente- 
mente pequeño. Por otra parte, en el caso de f (0) = 0 


f' (e) 
? 
O) 
e3 positivo para e positivo y pequeño. Luego, para e positivo y- pequeño, 
el cociente 
F (e) 
YO) 
es positivo, mientras que el cociente 
F (bı EE e) 
f (bı — e) 
es negativo. Desde que f (e) y f (bı — e) tienen el mismo signo, F (e) 
y F (bı — e) tienen signos opuestos y hay por lo menos una raíz de 
F (x) entre 0 y bı. Así, si n es el grado de f (x), la ecuación F (x) = 0 tie- 


ne, por lo menos, n — 1 raíces reales, de modo que todas sus raíces 
son reales yr. 


, 


, 


Problemas. 


* 1. Siendo las raíces de f (z) = O reales, demostrar que lo mismo es cierto para la 
ecuación 
af (1) + af (x) =0 


no sólo para a positivo sino para « < — n, donde n es el grado de f (x). 
* 2. Siendo las raíces de f (z) = O reales, demostrar que lo mismo es cierto de la ecua- 
ción 
J (2) + esf (1) + 2f” (z) =0 
si cez3. 
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*3. Bea g (z) = (z + a) (£ + «:) ... (£ + an) un polinomio con raíces reales y- nega- 
tivas. Siendo las raíces de 
f) =ar tar H. Ham, 
reales, demostrar que lo mismo se cumple para 
aog (n) © +ag(n—1) z”! +... +9(0)6,=0. 
* 4. Para un à real arbitrario, la ecuación 
A (2) +f (2) =0, 
no tiene más raíces imaginarias que f (z) = 0. 
* 5. Demostrar que lo mismo es cierto para la ecuación 
af (z) +df (2) + cf" (2) =0, 


si las raíces de 
ar? +br+c=0 
son reales, 
* 6, Los polinomios de Hermite H, (x) se definen por 
diga 
Tar =H n (z) e 2. 
Demostrar que 
Ha+1 (2) = Ha! (2) — 2z Hn (2), 


y luego deducir que las raíces de Hp (z) son reales y simples. Demostrarlo por inducción. 


10. Regla de los signos de Descartes. — En una sucesión de números 
Ao, Qi, ..., An, 
ninguno de los cuales es nulo, dos términos consecutivos 
di1 Y 4, 
pueden tener el mismo o distinto signo. En el primer caso decimos que 


los términos a;_;, a; presentan una permanencia de signos y en el segundo 
caso una variación de signos. Por ejemplo, en la sucesión 


—=2,-3,4,4,-1,7,7,7,-5,-—4,1 
hay cinco variaciones y cinco permanencias. Si algunos de los términos 


de la sucesión son ceros, simplemente no se los tiene en cuenta al contar 
el número de permanerncias y variaciones. Así, en la sucesión 


A —1,—1,0,0,0,2,3 ,—1,0,0 


hay tres variaciones y dos permanencias. Adoptada esta terminología 
podemos enunciar el siguiente teorema clásico, conocido como 
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Regla de los signos de Descartes: El número de raíces reales positivas de 
una ecuación con coeficientes reales 


f(2) = asr + ar... Han =O, 


nunca es mayor que el número de variaciones en la sucesión de sus coefi— 
cientes 


Qo, ai, --. 3 Un, 


y, si es menor, siempre lo es en un número par. 


DEMOSTRACIÓN: Llamemos V al número de variaciones y r al número 
de raíces positivas, cada una contada de acuerdo a su orden de multi- 
plicidad. Queremos demostrar que l 

V =r+2hk, 
siendo h un entero no negativo. El teorema es evidente en el caso V = 0, 
pues si todos los coeficientes que no son nulos son del mismo signo, 
la ecuación no tiene raíces positivas, así que r = 0. Suponiendo que el 
teorema sea cierto para V — 1 variaciones, demostraremos que es verdad 
en el caso de V variaciones, y esto es suficiente para concluir, por in~ 
ducción, la generalidad del teorema. 

Sean aa y ag B>au, dos coeficientes de signos opuestos, siendo los 
coeficientes intermedios (si los hay) ceros. El número de variaciones V 
se compone de tres partes: el número de variaciones vı en la sección 


03,01 ..., Aa, 
una variación en la 
Ua,--- 0, 
y el número de variaciones vz en la sección 
Qg, --., Un, 
tal que 
V=8uw+“+0+3+1. 
Considérese ahora una nueva ecuación 
F (2) = zf’ (2) —f (2) =0, 
cuyos coeficientes son 
in — ì)@ao ; (n—1— ìà); ... (n —a— A) ta;... 
(n — B — X) ag; ... 3 — Ata, 
y elíjase A tal que 
n—e—1A>0 ; n-PB-A<O, 
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o sea 
n—p<i<n—«, 
lo que es posible desde que B > a. Teniendo en cuenta que los factores 
n—A ; n—i—;... ; n—a— i, 
son positivos, mientras que los factores 
n —8B—i ; n—ĝ—i1i—;... ;n—n—i= —À, 
son negativos, en las secciones 


(n —A) ao; ... ; (n — a — A) ap 


(n—p—Ma;... ¡— AG, 


contamos, respectivamente, vı y v: variaciones, pero en la sección 


(n — a — X) aa; ... ; (n — B —ì)as, 


no hay variaciones, desde que los términos extremos son los dos del 
mismo signo y los intermedios son cero. Así, en la ecuación 


F (2) =2f (2) —Af(2) = 0, 


el número de variaciones es vı + vz = V — 1. Por el teorema de de Gua 
(Párrafo 9) el número de raíces positivas de esta ecuación no es menor 
que r — 1. Suponiendo que el teorema es cierto en el caso de V — 1 
variaciones, tenemos: 

r—1sV-1 


de donde 
raV. 


Resta por demostrar que la diferencia V — r es un número par. En 
la sucesión 
Qo , (1... Un, 


seu a, el último término que es distinto de cero. Entonces, si V es par, 
a, y ay tienen el mismo signo, y si V es impar, signos opuestos. El poli- 
nomio 


J) =a +... + ar, 


para valores positivos pequeños, tiene el signo de a,, y para valores 
positivos grandes, el de ay. Luego, si ap y a, tienen el mismo signo, el 
número de raíces positivas es par, lo mismo que V; y si as y a, tienen sig- 
nos opuestos, el número de tales raíces es impar, igual que V. Así, r y V 
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son ambos pares o impares, y su diferencia V — r es un número par, que 
era lo que faltaba demostrar. 

Cambiando x por — z en la ecuación f (x) = 0 obtenemos otra ecua- 
ción f (— x) = 0 que evidentemente tiene tantas raíces positivas, como 
negativas tiene la ecuación dada. Luego, si r' es el número de raíces nega- 
tivas de la ecuación propuesta, y V’ el número de variaciones corres- 
pondientes a f (— zx), entonces: 


Vo=r+2?, 


donde k’ es un entero no negativo. 

La regla de los signos indica el número exacto de raíces en dos casos:. 
V =0 y V = 1. En el primer caso, evidentemente r = 0; y en el se- 
gundo, la relación 

r+2h=1, 


con h entero no negativo, requiere h = 0 y r = 1. Este resultado par- 
ticular puede demostrarse independientemente como sigue: Si hay sola- 
mente una variación en la sucesión 


Qo , %1),..., Up, 
puede dividirse en dos partes: la primera 
Qo , 01...) Qy-1, 
que consiste de términos, digamos, positivos y nulos; y la segunda 
Ay = —bo ; Q41 = — bij... ¡An = — bn, 


comenzando con un término negativo a,, y que consiste de términos 
negativos y nulos. El polinomio f(z) puede presentarse así: 


qrn—.u+l 


de a e ecos qe d E A )) 
T 


La expresión entre corchetes, por ser la diferencia entre una función 
creciente y otra decreciente, es una función creciente que, de un valor 
negativo muy grande (para x pequeño y positivo) pasa a un valor posi- 
tivo muy grande (para z grande y positivo) y por lo tanto pasa por cero 
una sola vez. Luego hay una sola raíz positiva de la ecuación f (z) = 0. 

En el caso que V > 1, la regla de Descartes indica sólo un límite 
superior del número de raíces positivas y negativas, y algunas veces 
revela infaliblemente la presencia de raíces imaginarias, como veremos 
en los ejemplos. 


Ejemplo 1. Sea la ecuación 


FDO =“+i—:—3=0. 
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Desde que f (z) y f (— z) presentan ambos una sola variación, hay una raís positiva 
y Otra negativa. Las dos restantes son imaginarias. 
Ejemplo 2. Considérese la ecuación 
(1) =4—P24+212—32—1=0. 


Para esta ecuación V = 3, de manera que habrá una o tres raíces positivas. Cambiando 
xz por —z, en la ecuación transformada 


fa =e+24+20t432—1=0 


V’ = 1, y entonces hay sólo una raíz negativa de la ecuación dada. El total de raíces 
reales no es mayor que cuatro y, dos raíces por lo menos, son imaginarias. El núme- 
ro exacto de raíces imaginarias puede hallarse en este ejemplo de la siguiente manera: 
Multiplicando f (xz) por (x + 1)? no cambiamos el número de raíces positivas pero 


(z + D02/(2) =23+ 2207 + z! — r — 5r —5r— i 


presenta una sola variación. Luego, hay sólo una raíz positiva y cuatro son imaginarias, 


Problemas 


¿Cuántas rafces tienen las siguientes ecuaciones? 
1. 2 + zt— rt —2r—l =0. 


2. t — r +r—?2 =0. Multipliquese por (x + 2). 
3. +e — 2r Hra =O. Multiplíquese por (z + 1). 
4 16 +2*—2x+x—1=0. Multiplíquese por (x + 1). 
5. 1—2r +3r— 4r 4512 =0. Multiplíquese por (1 + z}. 
6. 1-21 +322—423+52%—62x =0. Multiplíquese por (1 + z). 
7. 1=223+312—... +(2n+1)27=0 

8. 1—22+32t—... —2n121 =Q. 


YA 11. Las ecuaciones con raíces reales. — La regla de los signos 
indica exactamente el número de raíces positivas y negativas en el caso 
en que todas las raíces de la ecuación sean reales. Como antes, represen- 
temos por V y V’ el número de variaciones en la sucesión de los coefi- 
cientes. 

Qo , Qi , Q2; ..., Qn, li a] 


de f (z), y en la sucesión 
Qo, —@ , @, ..., (— 1an, (2 a] 
correspondientes a (— 1)”f(—x). Entonces, si f(x) es un polinomio 


completo, de tal manera que todos los términos de la sucesión [la] sean 
distintos de cero, tenemos 


VAV =n. 
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De hecho, a cada permanencia de [la] corresponde una variación 
en [2a] y viceversa. Luego, V + V’ es el número de variaciones y perma- 
nencias en la sucesión [la], que es n. 

Si f (z) no es un polinomio completo, demostraremos que siempre 

V +V’ sn. 
Sean 
Qo , Qu y QB; ---3 Qg , Qy, [1 b] 


los términos de la sucesión [la] distintos de cero. Entonces, los térmi- 
nos distintos de cero en la sucesión [2a] serán 


to , (— D)“a, , (— D*ag, un. ey (— 1)a,, (— 1) a,. [2 b] 


Naturalmente las sucesiones [la] y [2a] presentan V y V’ variaciones 
respectivamente. Ahora reemplacemos las sucesiones [1b] por 


Qo, O0, ...)Ua30a, -<> 3083 -> On, ...,0%,0y,0y,...,4y [lc] 


de manera de tener una sucesión completa de n + 1 términos, todos 
distintos de cero. Es evidente que el número de variaciones en [lc] es 
también V. De [1c] deducimos otra sucesión de n + 1 términos, cam- 
biando alternadamente los signos de los términos de [1e]: 


Qo, — ao, ..., (— Da. y [—1)*Ha,,.. 
-.,(—1Dfa,... ,(—1)4,,..., (— Dra,. [2c] 
Sea V” el número de variaciones en la sucesión [2c]. Entonces, por 


otra parte 
V +V” =n, 


desde que [1c] es una sucesión completa de n + 1 términos; y además, 
V’ < V”. Esto puede verse fraccionando las sucesiones [2c] y [2b] en 
secciones correspondientes como sigue: 


do, — Mp ... , [— 1)"aa que corresponde a ao, (—1):a, 

(— D*0,..., (— Da que corresponde a (—1)*a, , (— 1)*ag 
(— Da,, ,(— 1a que corresponde a (— 1M*a, , (— D'a, 
y la 


(— 1)»a,, svg (— DA 


que no tiene correspondiente en [2b]. Naturalmente que cada sección 
de [2c] no tiene menos variaciones que la correspondiente de [2b], por 
lo que se deduce que V’ s V”, y además 


V +V” sn, 
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como deseábamos demostrar. Ahora, si r y r’ son los números de raíces 
positivas y negativas de la ecuación f (z) = 0, de grado n, cuyas raíces 
son reales y distintas de cero, tenemos: 


rr =n. 
Por otra parte: 
V=r+2h ; VV=r +28, 
tal que 
V+V=r+r +2hkh+2kK 


n+2h+2N an, 
o sea 
h +k <0, 


que es posible sólo si h = h' = 0, y entonces 
r=V ; r=V. 


Se ha supuesto que cero no es raíz de la ecuación, pero es casi evidente 
que se mantiene la conclusión aún si hay raíces iguales a cero. 


Ejemplo. Dado que todas las raíces de la ecuación 


J (£) = zë — 15 rt + 40 r? — 45 r? + 24x—5=0 


son reales, encontrar cuántas raíces tiene entre 0 y 2 y entre 2 y 3. En general, para de- 
terminar el número de raíces ea el intervalo a < z < b, es suficiente encontrar el número 
de raíces > a y restar éste del número de las raíces > b. El número de raíces > a es el 
mismo que el de las raíces positivas de la ecuación transformada obtenida de la ecuación 
original por la sustitución z = a + y. En nuestro «jemplo haremos las transformaciones 
xz =2 +y y 2% =3+y, por la regla de Horner. 


D 1 0 —5 4 45 24 —5 
2 4 —22 36 -—18 12 
2 —1 18 —9 6 7 
2 8 -—-6 AM w 7 
4 —3 12 11m 3 
2 2 18 60 => 
6 9 30 5 
2 16 50 > 
8 2 80 
2 2 = 
10 45 
2 5 
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3) 1 0 —15 40 —45 24 — 
3 9 —18 66 63 261 
3 —6 22 21 87 256 
3 18 36 174 585 = 
6 12 58 195 672 
3 27 117 525 = 
9 39 175 720 
3 36 225 == 
12 75 400 
3 45 => 
15 120 
3 fa 


ii = 
IE 


Los números subrayados, leídos de abajo hacia arriba, representan los coeficientes de 
las ecuaciones transformadas. Por ser todos positivos, no hay raíces mayores que 2; 
luego, el número de raíces entre 2 y 3 es cero. Por otra parte, la ecuación original tiene 
cinco variaciones, lo que indica la presencia de cinco raíces positivas. Consecuentemente, 
entre 0 y 2 hay justamente cinco raíces y, siendo el grado de la ecuación igual a 6, la 
saxta es negativa. En efecto: 


f(z) =(2--D5(2+5 A 


Problemas 


Las raíces de las siguientes ecuaciones son reales. Encontrar el número de ellas en los 
intervalos especificados. 


1.22 —9 z? +6 =0 ; (0,1) y (4; 5). 

2.5 —9:2+2=0; (0,1) y (1;2). 

3. 3—27 z +5 =0 ; (4; 5). 

4. 24 rt — 96 r? + 72r? — 16r +1 =0 ; (1;2) y (2;3). 
5. zt — 5r — 2z +1 =0 ; (—3; — 1) y (0;1). 

6. 1102 +6r+1 =0 ; (0;1) y (— l; 0). 


7. Demostrar que una ecuación tiene raíces imaginarias si faltan términos entre dos 
del mismo signo, o faltan más de dos términos entre dos de signos opuestos. 


*8. Una ecuación tiene raíces imaginarias si tres coeficientes consecutivos están en 
progresión geométrica. 


* 9. Una ecuación tiene raíces imaginarias si los coeficientes de cuatro términos con- 
secutivos están en progresión aritmética. Multiplíquese por (z — 1), 


* 10. Demostrar que la ecuación 
zr + (a +b)! + (a E E artab. HHI 


no puede tener más que una raíz real, supuestos a y b reales. Multiplíquese por (x — a) 
(z — b). 
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12. Un método completo de separación de raíces. — Aun cuando 
el teorema de Rolle y la regla de los signos pueden a menudo ayudar 
a separar las raíces de una ecuación no proporcionan de por sí una 
solución completa y exhaustiva de este importante problema. La apli- 
cación del teorema de Rolle con este propósito requiere el conocimiento 
de las raíces reales de la derivada que la mayoría de las veces no se 
posee. La regla de los signos es, quizá, un enunciado débil, y aplicado 
a una ecuación en la que la naturaleza de sus raíces no se conoce, no 
da el número exacto de raíces positivas (o negativas), excepto cuando el 
número de variaciones es cero o uno. Pero cuando se combiran estos 
dos casos particulares con un notable teorema publicado por Vincent 
en 1863 y seguido por Fourier, proporcionan el método más eficiente, 
no sólo para determinar el número exacto de raíces positivas y negativas, 
sino también para efectuar su separación en el caso en que la ecuación 
propuesta no tenga raíces múltiples. Hemos visto (Capítulo 111, Párra- 
fo 6) que la solución de las ecuaciones con raíces múltiples puede redu- 
cirse a la solución de ciertas ecuaciones con raíces simples. Por lo tanto, 
no es una limitación esencial el suponer que la ecuación propuesta no 
tiene raíces múltiples. 

El teorema de Vincent puede enunciarse de la manera siguiente: 
Sea a, b, c,... una sucesión arbitraria de enteros positivos. Transfor- 
mando una ecuación sin raíces múltiples mediante una serie de sucesivas 
sustituciones 

q pao : japik ; ON 
Y 2 t 
luego de un cierto número de estas transformaciones, e independientemente 
de la elección de los enteros a, b, c, ..., llegamos a una ecuación transfor- 
mada con no más de una variación. 

La demostración se encontrará en el Apéndice IT. La idea del método, 
que será ilustrada en seguida con varios ejemplos, es muy simple. Para 
encontrar el número exacto de raíces positivas (y nos podemos concretar 
sólo a este caso) notaremos que las raíces positivas pueden ser >16 
< 1 excluyendo el caso en que 1 es raíz. Las raíces positivas > 1 pueden 
escribirse en la forma x = 1 + y con y > 0, mientras que para aquellas 


1 
< 1, será x = Ter donde es también y > 0. Por lo tanto, la ecuación 
y 
propuesta se transformará mediante las sustituciones x = 1 +y y 


1 . z 
zr = E y estas transformaciones pueden realizarse muy conve- 
y 


nientemente, utilizando sólo sumas, como se verá en los ejemplos. Si 
la ecuación transformada no tiene variaciones o tiene sólo una, el pro- 
blema está resuelto; pues por ejemplo, si la ecuación obtenida por la 
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transformación z = 1 + y no tiene variaciones, esto significa que la 
ecuación original no tiene raíces > 1; y la presencia de una sola varia- 
ción en la ecuación transformada indica sólo una raíz > 1 en la ecuación 
propuesta. Una conclusión similar es cierta para la ecuación resultante 


de la transformación Y = A 
l+y 


Si una o ambas ecuaciones transformadas tienen más de una varia- 
ción, las transformamos nuevamente por las sustituciones y = 1 + z, 


y= y si es necesario continuamos las transformaciones me- 


1+2 
diante sustituciones del mismo tipo hasta que las ecuaciones obtenidas 
por este proceso no tengan más de una variación. Esto ocurrirá nece- 
sariamente después de un número finito de pasos, pues las transfor- 


maciones de la forma z = 1 +y; y =1+2,... seguidas por otras 
de la forma Y = A — son equivalentes a dos transformaciones: una 
del tipo 
r=a4+ Ed , 
y 


donde a es un entero positivo, seguida por otra del tipo y = 1 +z. 
Se deduce de esta observación que cualquier ecuación transformada 
se obtiene de la propuesta por una serie de transformaciones 


1 1 1 
r=a+— ; y=db+—5...¡u=l4— ; v= —, 
z v w 
o por las 
1 1 
z=— ; Y=04+— ¡;2=b4—; ¡u=l4— ; v=, 
Y z t v w 
siendo a, b, ...,l enteros positivos. El segundo caso no difiere del pri- 


mero puesto que el número de variaciones no se altera por la sustitución 
1 

z = —, Por el teorema de Vincent, un número suficiente de transfor- 
y 

maciones 


1 1 1 
z=a +4+— 3 y=b4—5...¡u=14—, 
v 


conduce a una ecuación con no más de una variación, y una transfor- 
A Ñ 1 

mación adicional del tipo v = — no cambia el número de dichas varia- 
w 


ciones. Así, es cierto que el proceso antes descripto llevará a ecuaciones 
con no más de una variación. Estas consideraciones generales se com- 
prenderán mejor por medio de ejemplos a los que pasamos ahora. 
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Ejemplo 1. Séparar las raíces de la ecuación 
*—Tr+7=0 


Examinemos primero las raíces positivas. Si 1 no es raíz, las positivas serán mayores: 

o menores que 1. 
1 
l+y 

con y positivo. Luego, para encontrar el número de raíces positivas > 1 transformamos. 
la ecuación por la sustitución z = 1 + y y buscamos el número de raíces positivas de la. 
ecuación transformada. Solamente se requieren sumas para efectuar esta transformación.. 
En nuestro ejemplo las operaciones necesarias son las que siguen: 


Las raíces positivas > 1 son de la forma z = 1 + y y las < 1 de la forma z = 


1 0 27 7 
11 $4 1 
1.2 4 
1.3 ` 
15 


así que la ecuación transformada es 
y +3y—4y+1=0 
y el número de sus raíces positivas puede ser cero o dos. Para efectuar la transformación: 


1 
1+y 


i 
hacemos dos pasos. Primero se reemplaza z por — , lo que lleva a 
z 


124724+1=0. 


El efecto de esta transformación preliminar es de invertir el orden de los coeficientes.. 
Luego, hacemos z = 1 en la nueva ecuación y realizamos las operaciones como se indica: 


7 —7 0 1 
1 


INN NN 
N 
iNo 


La ecuación final transformada es 
Ty +t+l4yt+tTy+li=0. 


En lugar de invertir primero el orden de los coeficientes y luego hacer la sustitucióm 
z = 1 +y, podemos proceder directamente, comenzando las sumas desde la derecha. 
y siguiendo un orden ascendente, como se indica a continuación: 


| ma 
olon 
pa 
o ula 
yj << 
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Lcs números subrayados, leídos en orden descendente, proporcionan los coeficientes 
7; 14; 7; 1 de la ecuación transformada, por medio de la sustitución 
1 
1+y 


Ambas transformaciones z=1+y y z= A 


zo 


pueden practicarse en el mismo 


esquema con disposición en forma de paralelogramo de números, como se muestra a 
continuación: 


(Lénse descendentemente) 


190 NN =| Oj o[» 
Lua 
ufo ula 
¡ea <<< 


| i t t pas SS 


(Léase ascendentemente). 
Desde que la ecuación 


TP 4149 +7y+1=0, 


no tiene variaciones, no tiene raíces positivas; luego, la ecuación propuesta no ticne 
raíces de la forma 
1 


1+y 


con y > 0, es decir, no tiene raíces enteras entre 0 y 1. Pero la ecuación 
Y+3y4—4y+1=0 


resultante de la sustitución z = 1 + y, tiene dos variaciones y la tenemos que tratar aún 
mediante las dos sustituciones: 
1 


lz 


y=l+z e y= 


Los cálculos necesarios se muestran en el esquema en forma de paralelogramo: 


(Léase descendentemente) 1 
A —2 1 
—2 3 1 
1003 ı 
1 3 4 1 
1 4 o 1 
1 5 5 
1 0 
1 j (Léase ascendentemente) 


La ecuación resultante de la sustitución y = 1 +2 
24624524120 
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mo tiene variaciones ni raíces positivas, pero la ecuación resultante de la sustitución 


1 
-= , & Saber: 
4 l+2 
2—2—224+1.U 
tiene aún dos variaciones y debe someterse todavía a las transformaciones 


e=l1+t y z= 


1+t 
Los cálculos necesarios son: 
(Léase descendentemente) 1 
1 1 
2 0 1 
zZ! —2 l 0 
1 —1 —2 1 
1 o — 1 
1 1 1 
1 2 
1 y (Léase ascendentemente) 


de modo que las ecuaciones transformadas son 


P+284—t—-1=0 y P+HP—2t—1=0 


y tienen ambas una sola variación y, por ende, una sola raíz positiva. La primera ecuación 
resulta de la original por las transformaciones 


z=1 A = ja=li+t, 
+y Y= E $ + 
que pueden resumirse en una: 
1 
=1 . 
et + 
Las sustituciones que llevan a la segunda: 
1 1 


x=1 . = sz 
+y 5 y IFz Fi 


también se resumen en una: 


q 
1+( 


Teniendo cada una de las ecuaciones transformadas una sola variación, hay dos raíces 
positivas para la ecuación propuesta y los intervalos en los cuales quedan estas raíces 
se obtienen tomando en las fórmulas -que dan z, los valores t = O y t = œ, Asf encontra- 


mos dos intervalos 
3 3 
OPERIE) 


<ada uno de los cuales contiene una raíz de 


a—Tr+7=0. 
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Las sustituciones sucesivas que sirven para pasar de zx a t, se ven inmediatamente si 
los resultados de las transformaciones aplicadas se disponen en un esquema que se parece 
a un árbol genealógico: 

1 0 7 7 
z=(0 +y | z=1+y 
| 


t 
7 14 7 1 13 —t 1 
(sin var.) (2 var.) 


y =(1+2)7 y=1+2 
J | 


1-3 — 1 1 65 tł 
(2 var.) fsin var.) 
z= 0 +9 2=13% 
n o ] 
1 1 —2 —1 12 —1 —l 
(1 var.) (1 var.) 


A este esquema lo llamaremos de aquí en adelante, «< árbol genealógico », para abreviar. 
Para encontrar el número de raíces negativas cs suficiente sustituir z por — z; habrá 
tantas raíces negativas como positivas tenga la ecuación transformada. En nuestro ejem- 
plo, esta transformada 


»—71:—7=0 


tiene una variación y, en consecuencia, una raíz positiva que, poniendo z = 1, 2,3... y 
observando el signo de los resultados, se descubre que está contenida entre 3 y 4. Luego» 
la ecuación propuesta tiene una raíz negativa en el intervalo (— 4; — 3). 


Ejemplo 2. Separar las raíces de la ecuación 


u—424+ 12r? —21+2=0. 


La ecuación obtenida reemplazando z por — z no tiene variaciones; luego, la ecuación 
propuesta no tiene raíces negativas. Desde que tiene cuatro variaciones, es necesario co- 
menzar su árbol genealógico haciendo las dos transformaciones: 


1 


r=1+y y z= 


l+y l 
Los cálculos necesarios son como sigue: 
9 g 12 0 24 
1 — 12 24 24 
1 —3 9 —15 9 
1 —2 7 —8 
i —i 6 
10 
1 (Léase ascendentemente) 
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No fué necesario continuar el esquema ascendente, desde que el primer renglón no 
tiene variaciones, y los coeficientes de la ecuación transformada serían del mismo 


signo. Como la sucesión 
1, 0, 6, —8, 9 


tiene dos variaciones, se repite el mismo proceso: 


8 7 7 1 9 
1 0 6 —8 9 
1 1 7 —1 8 
1 2 9 8 


Ahora ya es inútil continuar hacia arriba o hacia abajo, desde que en ambos casos 
es evidente que no habrá variaciones. El árbol genealógico es, por lo tanto: 
1 —H4 12 —24 24 
2=(1+y? | z=1+y 


] | 
(sin var.) 106 3 9 


y=(1+2 | y=1+2 
i 


(sin var.) (sin var.) 


Esto significa que, transformando la ecuación dads por cualquiera de las sustituciones 


1 1 
. =2 . =1 ; 
ipy 7 +z ; z urera 


llegamos a ecuaciones sin variaciones y, por lo tanto, sin raíces positivas. Luego, la 
ecuación propuesta no tiene raíces reales. 


Ejemplo 3. Separar las raíces de la ecuación 
+r +r. 
Examinamos primero las raíces positivas. Como la ecuación tiene cuatro variacio- 


nes, comenzaremos a construir el árbol genealógico como explicamos en los dos ejem- 
plos precedentes: 


l 1 2 2 1 I 
101 01 0 1ı 
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Sin continuar, vemos que el árbol genealógico es: 
i1 1 —1 l l1 —i 1 


z=(1 +y) | =1+y 


(sin var.) (sin var.) 


Luego, no hay raíces positivas. Para investigar las raíces negativas, sustituímos x 
por — z. La ecuación resultante: 


z — rrt 4r +r +r+1=0 


tiene dos variaciones y, por lo tanto, continuamos como antes: 


3 2 3 4 3 2 1 
lo —l 1 1 1 1 
1 1. 0 1 2 3 
1 1 0.0.1 3 


y sacamos en conclusión que ninguna de las ecuaciones tiene raíces positivas, de donde 
se sigue que la ecuación propuesta no tiene raíces negativas. Así, las seis raíces son ima- 


ginarias. 


Kjemplo 4. Separar las raíces de la ecuación 
l 6z! — 528 +425 — 31—27 +1 =0 


1. Investigación de las raíces positivas. Teniendo cuatro variaciones, comenzamos 
oon las transformaciones usuales: 


1 
7 1 

19 6 1 

25 13 5 1 

12 12 8 4 1 

= 0 4 4 3 1 

z2 4 0 1 2 1 
1 =3 0 4 —1 -—1 1 1 
6 —5 4 3 0. 2 0 1 
6 1 5 2 2 0 0 1 


Luego, las mismas transformaciones se aplican a la ecuación cuyos coeficientes son» 
1, 7, 19, 25, 12, —4, —9, 1: 
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1 
2 1 

—=2 3 1 

—108 34 — 1 

112 — 74 —30 —5 1 

12 —38 — 44 —25 —6 1 

101 50 6 —19 —19 —7 1 
52 51 44 25 0 —12 —8 1 
1 7 19 25 12 —4 —9 1 
1 8 27 52 64 60 51 52 


El mismo proceso se repite nuevamente 


—93 —9%4 -—9 — 55 53 165 153 52 
1 —2 —37 -—108 —l1l2 12 101 52 
1 — 1 —38 -—146 —258 —246 —145 —93 


Puesto que en cada uno de los renglones tenemos una variación, es inútil continuar 
pues puede verse fácilmente que las ecuaciones transformadas tendrán una variación. 
El árbol genealógico es el siguiente: 


6 54 —3 0 —2 0 1 
z=(0 +y | 2=1+y 
17 19 25 12 —4 —9 1 (ain var.) 
(2 var.) 
y = (1+2 | y=1+2 
| 
1 —2 —37 —108 —112 12 101 53 (sin var.) 
(2 var.) 
2=(14+097 | 2=1 +1 


| l 
(1 var.) (1 vær.) 


Luego, por las transformaciones 


la ecuación propuesta se transforma en ecuaciones con una variación y una raíz positiva. 
Los intervalos para las correspondientes raíces z se obtienen tomando t=0 y ¿== œ 
y son 
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2. Investigación de raes „negativas. Cuando se reemplaza z por — z, la ecuación 
transformada 


6x1 +514+4234+3234+21?—1=0 


tiene una variación y una raíz positiva, lo que indica una raíz negativa de la ecuación 
propuesta. Esta tiene tres raíces reales ubicadas en los intervalos: 


(— 5 0) . 1 2 . oi 
, , 2-3 , 3? 


y las cuatro restantes son imaginarias. 

El número de operaciones que se requieron para separar las raíces por este método 
depende de lo cercanas que están las raíces y naturalmente será grande si las hay con 
pequeñas difereacias entre ellas. Las raíces grandes, digamos > 10, se considerarán « cer- 
ca» de œ y la separación podrá abreviarse usando sustituciones del tipo 


z=10 (1 +y) ; z= z 
1+y 
o bien 
100 
z=10( +y) ; taip e 
Problemas 
Separar las raíces de las siguientes ecuaciones: 
1. 2 —3114+4x—1 =0. 2. 673 —i0r +5r+3=0. 
3. P—97 +2027 +1 =0. 4. 2 +11 2? — 102r +181 =0. 
5. 21 —6 4 x2*—1027+2=0. 6. t— 2r +373 —T7r+i =0. 
7. * —44312—224+1=0. 8. 14+62*—7x—41x+8 =0. 
9.4464 523 —4x—2 =Q. 10. t + 10% + 231? +67 —2 =0,. 
M. 14 —34—6* — 2r 42 =0. 12. 2 5—3 r +P —2r 4x—1=0,. 
B. 4 + 112121244 =0, 14. 35744 242271245 =0. 


15. 14 —444 9% —71224 323 =0. 

16. 2134 3272 — ör +8r—7 =0. 

17. 1 — 6 25 + 30 zt — 120 zr? + 360 z? — 720 z + 720 =0. 
18. 1 —3 4 21*—42x2—x+4+3=0. 

19. 17 — 1182143 =0. 

20. 27—344 513467 —824+1=0. 

21. 271 — 317 + 6r*r—214+x—1=0, 


22. 1 — 317 + 13430 —2143=0. 


CAPITULO V)1 


TEOREMA DE STURM 


1. Polinomios de Sturm. — Otro método para efectuar la separación 
de raíces reales se basa en un importante teorema demostrado por C. 
Sturm (1803-1855) y publicado por él en 1829. Nos permite hallar el 
número exacto de raíces reales contenidas entre. dos números dados, 
para las ecuaciones sin raíces múltiples. Sea V = 0 una ecuación sin 
raíces múltiples, de modo que el polinomio V no tiene factores repetidos. 
Partiendo de V es posible, y de muchas maneras, hallar una sucesión 
de polinomios 


Y; Vi; V2..., Ves, [1] 


que en un intervalo dado (a;b), siendo a menor que b, posea las cuatro 
propiedades siguientes: 


1. Cuando zx crece de a a b y pasa por una raíz de la ecuación V = 0, 


el cociente ka cambia de signo — a +. 
4 


2. Dos términos consecutivos de la sucesión [1] no se anulan para 
el mismo valor de z en el intervalo (a;b). 

3. Si para un valor de x en este intervalo, un término V, (i = 1,2,... 
..., 5 — 1) se anula, los términos V;-1 y V;+1 para el mismo valor de 
x tienen signos opuestos. 

4. El último término V, no se anula en el intervalo (a;b) y, por lo 
tanto, su signo permanece constante al crecer v de a a b. 

Cualquier sucesión de polinomios que satisfaga estas cuatro condi- 
ciones se llama sucesión de Sturm relativa al intervalo (a;b). 


2. Un método para hallar una sucesión de Sturm. — Una manera 
de hallar una sucesión de Sturm relativa al intervalo (— œ; œ), y, 
en consecuencia, relativa también a cualquier otro intervalo, es la 
siguiente: Como segundo término V, de la sucesión de Sturm podemos 
tomar siempre la derivada V’ de V o dicha derivada multiplicada por 
una constante positiva cualquiera. De esta manera, la condición 1 queda 
satisfecha. Los otros términos V2, Vs, ... se determinan por un proceso 
uniforme, en' esencia el mismo que sirve para hallar el máximo común 
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divisor de V y Vi. El primer paso de este proceso consiste en dividir 
V por V, hasta obtener un resto de grado menor que V,. Este resto, 
con los signos de sus coeficientes cambiados, se toma como Vz, de modo 
que: 

V =V Qh, 
siendo Q, el cociente. Si V, no es una constante numérica, el segundo 


paso consiste en dividir V, por V: hasta obtener un resto de grado menor 
que Va; este resto con signo cambiado se toma como V; de modo que: 


Vi = V1Q2 — Va, 


y si V; no es constante, se continúa con el mismo procedimiento. En la 
sucesión de polinomios así obtenida: 


Va Va, ... 


tendremos necesariamente un polinomio V, que es una constante dis- 
tinta de cero, puesto que el polinomio V no tiene factores repetidos y, 
por lo tanto, V y V’ no pueden tener divisores que no sean constantes. 
Es fácil ver ahora que la sucesión 


Y, Vy Varios Va 


es una sucesión de Sturm. La primera propiedad queda asegurada al 
elegir V, = V’. Para comprobar que se cumple la segunda propiedad, 
notamos que, en general: 


Via = ViR: — Vipa. 
Suponiendo ahora que para un valor real x = E 
YV: =0 ; Vi) = 0, 


será también V;-1(€) = 0; en la misma forma, V;_2(€) =0 y así si- 
guiendo será finalmente: V, ($) = V’ ($) =0 y V (E) =0. Pero esto 
es imposible puesto que implicaría que ¿ fuera una raíz múltiple de V. 
Ahora, si para x= £ 


Vi) =0, 
entonces 
Via (8) = — Vi (Ẹ), 
lo cual prueba que los números 


Via (E) y Vi: ($), 


son distintos de cero y tienen signo contrario, de modo que también 
se cumple la tercera propiedad. Finalmente, la cuarta propiedad se 
cumple porque V, es una constante distinta de cero. 
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Teóricamente, por lo tanto, es siempre posible hallar al menos una 
sucesión de Sturm relativa a un intervalo cualquiera, aunque en un 
caso dado, y especialmente cuando el. grado de V es algo elevado, los 
cálculos pueden dar números grandes. Para evitar la aparición de frac- 
ciones conviene tener presente que, multiplicando los miembros de 
una sucesión de Sturm por factores positivos arbitrarios, obtenemos 
otra sucesión de Sturm. La introducción de factores positivos apro- 
piados para eliminar fracciones puede hacerse durante la división multi- 
plicando los coeficientes de cada resto parcial por factores positivos 
apropiados. El efecto de estas operaciones sobre el resto final es simple- 
mente que éste resulte multiplicado por un factor positivo. Si al hallar 
la sucesión de Sturm se llega a un término, V m por ejemplo, que no tiene 
raíces reales, o las tiene, pero fuera del intervalo (a;b) al que nos refe- 
rimos, podemos finalizar la sucesión con V puesto que los términos de 
la sucesión truncada 

V; Vi; V25... ; Vm, 


relativa al intervalo (a;b) cumplen todas las propiedades 1, 2, 3 y 4. 
Tal simplificación ocurre, por ejemplo, cuando Vm es de segundo grado 
y tiene raíces imaginarias, circunstancia que puede verificarse casi 
siempre a simple vista. 


Ejemplo 1. Sea 
V=x—7:+7 
Será 
V, =V =3x*—7 


y para continuar tenemos que dividir V por V,; pero, para evitar las fracciones, es conve- 
niente multiplicar V por 3 y efectuar la división así: 
3 0 —21 21 3 0 —7 
3 0 —7 1 
—14 21 


Por consiguiente, el resto es: — 14 x + 21. Cambiando el signo y suprimiendo el factor 
común positivo 7, podemos tomar: 


V: = 2z — 3. 


Dividimos ahora 3 z? — 7 por 2 x — 3 en la forma indicada: 


Multiplicamos por 2: 3 0 —7 2 —=3 
l 6 0 —4 | 3 9 
6 — 
Multiplicamos por 2: 9 —14 
18 —28 
18 —27 
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Cambiando el signo del resto, tomamos 
V: = +1, 
y así tenemos la sucesión de Sturm para la ecuación V = 0 


Y =x—71+7 


Y, =3r— T 
V: =2r—3 
V: =1. 


Nótese que los números escritos en lugar de los coeficientes del cociente, difieren de 
ellos. Pero esto no tiene importancia, puesto que sólo nos interesan los restos o éstos 
multiplicados por factores positivos. 


Ejemplo 2. Sea 
V =r —6r 4 2 —1. 


Podemos tomar: 


1 
v, Ek =27r— 9r +z. 


Se balla V: en la forma antedicha 


2 —12 2 o — 2 —9 1 0 
2 —9 1 0 —3 
Multiplicamos por 2: — 3 1 o — 
—6 2 0 —= 
— 6 27 —3 0 
—25 3 —4 


Por lo tanto 
V: = 25r? — 3z +4. 


Por ser imaginarias las raíces de este polinomio, no es necesario continuar, de modo que 
en este ejemplo la sucesión de Sturm consta de tres términos: 


V =ń—6rt+tre—i 
V, =2*—91+z 
V: = 25r? —31 +4. 


Ejemplo 3. Sea 
= z5 — l0 zi + 15 —2+3r—7. 


Tomamos: 
V, = V’ = 5r — 40 r +45r— 2a +3, 


y buscamos Vs en la forma antedicha: 


5 —50 7% —5 15 —35 |5 40 45 — 3 
5 40 465 —2 3 ı —2 

—10 30 —3 12 —35 

—10 80 — 4 —6 


—50 87 8 —29 
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por lo tanto 
V: = 50 3 —87 2? — 8 z + 29. 


Antes de continuar con la división siguiente, se multiplican todos los coeficientes de 
V, por 10: 


50 —400 4580 —20 30 50 — 87 — 29 
50 — 87 — 8 29 1 —313 
Multiplicamos por 50: — 313 458 — 49 30 


—15650 2290 -—2450 1500 
—15650 27231 2504 —9077 


—4331 -—4954 10577 


por lo tanto 
V: = 4331 z? + 4954 z — 10577. 


Las raíces de este polinomio son reales y en consecuencia, es necesario continuar; 
pero como los números se hacen muy grandes (por haber multiplicado V, por 200), es pre- 
ferible hallar los coeficientes del resto en forma aproximada, manteniendo cuatro deci- 
males en los coeficientes del cociente. El cálculo completo, hecho con ayuda de una má- 
quina de calcular, es el siguiente: 


10000 —17400  — 1600 5800 4331 4954 —10577 
10000 11438  —24421 2,3089 —6,6585 


—28838 22821 5800 
—28838  —32986 70427 


55807 —64627 , 


por lo tanto será, aproximadamente: 
V, = — 5580,7 z + 6462,7. 


Finalmente, se divide V; por V, también aproximadamente 


4331 4954 —10577 —5580,7 6462,7 = 
4381 —5016 — 0,7761 —1,7865 
9970  —10577 
9970  —11546 
+969, 


de donde se deduce que Vs es una constante negativa, de modo que podemos tomar 
V; = — 1. La sucesión de Sturm es: 


V = — 10r + 1522437, 
V, = 57—40 r? + 45r? —2r +3, 
V: = 50 r? — 87 r? — 8r +29, 

V: = 4331 2? + 4954 x — 10577 , 

V. = — 5580,7 z + 6462,7 , 

V; = — 1. 
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La aparición de números muy grandes al formar una sucesión de Sturm es una des- 
ventaja práctica del método de Sturm para la separación de raíces; pero este inconve- 
niente puede evitarse recurriendo a las aproximaciones, como en el ejemplo anterior, 
puesto que sólo nos interesan los signos de las funciones de Sturm para algunos valores 
particulares de z y bastan para este propósito aun coeficientes con poca aproximación. 


3. Teorema de Sturm. — Supongamos que 
y, Yı, Va, ...) Va, 


es una sucesión de polinomios de Sturm relativa a un intervalo dado 
(a;b). Sea Ẹ un número perteneciente a (a; b) y supongamos que se susti- 
tuye x = ¿en todas las funciones de Sturm. Obtenemos los números 


VO, VD, V2 (5), ... 3 VI, 


el último de los cuales es distinto de cero. Supongamos también que el 
primero, V (£), no es nulo y nos despreocupamos de los valores inter- 
medios, que puedan ser iguales a cero. Reemplazando los restantes por 
los signos + ó — según sean positivos o negativos, obtenemos una su- 
cesión de signos + ó — en la cual contamos el número de variaciones. 
Este número de variaciones v (¿) se llama número de variaciones en 
la sucesión de Sturm para xz = £ y puede considerarse como una función 
de £ definida para todos los valores de ë en el intervalo (a;b), excep- 
tuadas las raíces de la ecuación V = 0 que pueden encontrarse en ese 
intervalo. Luego de estas explicaciones preliminares el famoso teorema 
a que nos referimos puede ser enunciado de la siguiente manera: 
Teorema de Sturm: Suponiendo que ni a ni b sean raíces de la ecuación 
V (x) = 0, el número de ellas contenidas entre a y b es igual a la diferencia 


v (a) —v (b), 


o bien al número de variaciones perdidas por la sucesión de Sturm cuando 
x pasa de a a b. 


Dem{mosTRACIÓN: Podemos suponer por ahora que ninguno de los nú- 


meros 
Y (a), Vi(a),..., Va (a) 


V (b), Vi(b), ... , Va (b), 


sea cero. Sean 
Ci < C2 < C3 <L... < Cm, 


las raíces reales de todas las ecuaciones 
Víz)=0 ; Vi (z) =0;... ; Vaa (2) =0, 


que se encuentran en el intervalo (a;b), ordenadas de acuerdo a su 
magnitud, de modo que cı >a y Cm <b. Entre cı y Cz; Ca Y Caj...; 
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Cm—1 Y Cm elijamos arbitrariamente los números E, fr, ..., Em-—1 de 
modo que: 


Ci < Ëi < c2 < Ẹr < C3 <... < Cm—1 < Em—1 < Cm. 


Podemos escribir, entonces: 


y (a) —v(b) = [v (a) —v()1+ lv (ED) —v(EY1 +... + 
+ [v (Em—1) — v (b)] 


o, más brevemente: 


v(a) —v 0) = Y b) —v E), 


e] 


tomando para uniformar, Ẹọ = a, Em = b. Nótese que entre E,_1 y És 
hay sólo uno de los números Ci, Cz, ..., a saber, c, de modo que: 


Ei < Ci < És. 


Este número c; es una raíz de una o más de una, de las funciones 
V (x), Vi (z), ..., Vse— (x). Supongamos primero que no es una raíz 
de la primera de ellas, V (x), pero lo es de 


Va(2), Ve (x) E V. (2), V (2), 


donde, por la segunda propiedad de la sucesión de Sturm: B > a + 1; 
Y>8B4+1;5...A>k+1lyd4<s por la cuarta propiedad. Para com- 
parar v (E; 1) y v(%;) la totalidad de los polinomios de Sturm se divide 
de la siguiente manera: 

V, V, a Ms Veri 


Vati, E , Ve—i, Ve, Veti 


Vetil Vetz, -e Vazi, Vars Vati 
Vi+l, Enea y Vs 


Los términos V, Vı, ..., Va—ı, no teniendo raíces en el intervalo 
(či—ı Es), tienen el mismo signo para z = Ey, y x = £;. Por esta razón, 
el número de variaciones en las sucesiones 


Vicio Vio Vam o 
ACI A EA A 
es el mismo; llamémosle 4. En cuanto a 


Vo (x) , Va (z) 3 Vaji (x) , 
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tienen una variación para z = E, y una para z = £,. En efecto, los 
signos de 
Veas (Ei), Verte), Ver (E), 


son log mismos. En la misma forma: 
Vers (2) , Ve+r (cs) , Vers (E) , 


tienen el mismo signo, pero V._1,(c,) y Va+1(c;) tienen signos opuestos 
por la tercera propiedad, puesto que V.«(cò = 0. Sea, por ejemplo, 
+ el signo de V,._1(ci) y — el de V.+1(c;). Quedan entonces, sólo las 
siguientes posibilidades con respecto a los signos de 
Valid) , Velim) , Veti (č) 
+ + = 
+ = = 
que en ambos casos, da una sola variación. En la misma forma, los 
signos de 
VADO, Vel) , Verito, 


sólo pueden ser los siguientes: 


+ + - 
+ == EZ 


lo que también nos da una sola variación. Luego, la primera sección 
presenta, tanto para Tt = E;_, como para z = ÉE;, el mismo número de 
variaciones Å + 1. Lo que se comprobó para la primera sección es igual- 
mente aplicable a las otras secciones; en consecuencia, se llega a que: 


d (Es) —v(8) =0, 
si es V (ci) 0. 
Supongamos ahora que V (c) = 0. Igual que antes puede probarse 
que para z = Esa y z = E; la sucesión 
Via , Vilo),..., Velo), 


presenta el mismo número de variaciones, puesto que V, (c;) 0. En 
cuanto a la sección 
VO,Yoa, 


tiene por la misma propiedad, una variación para z = E; , y ninguna 
variación para z = E; y por lo tanto, si c; es una raíz de la ecuación 
V (zx) =0 

(E) — o (E) = 1. 
La suma 


È b@a — r El, 


iml 
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consta de tantos términos iguales a 1 como raíces tenga la ecuación 
V (z) = 0 entre a y b, siendo los demás términos iguales a czro. Pero 
esta suma es: 


v (a) — v (b), 


con lo que queda demostrado el teorema en el caso en que ningún término 
de la sucesión de Sturm se anule para z =a o x = b. Queda por eli- 
minar esta restricción suponiendo, sin embargo, que V (a) 0, V (b) 0. 
Para un e positivo suficientemente pequeño, el número de raíces de 
V (z) = 0 entre a y b es el mismo que el número de raíces entre a + e 
y b— e, y puesto que ningún término de la sucesión de Sturm se anula 
para t =a + £ 0 para t = b — e, el número pedido de raíces es: 


v(a + e) —o(b— e). 


Supongamos ahora que V, (a) = 0; contando entonces el número de 
variaciones en la sección 


Vas (a) , Va (a) , Vers (a), 


nos despreocupamos del término intermedio 0; siendo los términos de 
los extremos de signos opuestos, sólo se hallará una variación. De la mis- 
ma manera, cualquiera sea el signo de V, (a + e), la sección 


Vaala +£) ; Vela +e) ; Verila + e), 


presenta una sola variación, y de estas observaciones se desprende que 
v (a) =v (a+ £); en la misma forma puede probarse que y (b) = v (b —e). 
Por consiguiente, el número de raíces de V contenidas entre a y b es- 
tá dado siempre por 


v (a) —v(b), 


siempre que a y b no se encuentren entre las raíces. 


4. Ejemplos. — Unos pocos ejemplos bastarán para mostrar cómo 
puede usarse el teorema de Sturm para la separación de raíces. 


Ejemplo 1. Separar las raíces de la ecuación 
V=2*-—Tx4+7=0. 
Las funciones de Sturm son, en este caso: 
V =2-T714+47, 
Y, =32—7, 
F: =221-—3, 
Vv =1. 
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Sustituyendo x por los enteros 0, 1, 2,... y —1, —2,... formamos la siguiente 
tabla de los signos de los polinomios de Sturm: 


z Y Vi Va Vi 
2 
1 T T + sE p variaciones perdidas 
0 + =- = + 
—1 + = = + 
-2 + + = + i 
dd El T = + ) 1 variación perdida 
—4 = + = + 


Se ve a simple vista que hay una raíz entre — 4 y — 3 y dos raíces cntre 1 y 2. Para 
separarlas, el intervalo (1; 2) debe ser subdividido intercalando algún número inter- 


; : 3 i 3 
medio, por ejemplo z Los signos que corresponden a z = 1; > ; 2 son 


z Y Vi V: Va 

2 + + + + 0 var. 
3/2 — — 0 + 1 var. 

1 + — — + 2 var. 


3 3 
Por consiguiente, hay una raíz entre 1 y a y una raíz entre ES y 2. Las raíces es- 


tán ahora separadas y se encuentran en los intervalos 


(—4;—3 . 1: 3 . Pe 
) ) , "y , 2” a 


Ejemplo 2. Separar las raíces de la ecuación 


V =x—6x%4+2—1 =0, 


En este caso los polinomios de Sturm son 
V =x—6x3+2x—i, 
V, =28—9%r+x, 
Vz = 25r — 3r +4, 


y la tabla siguiente da sus signos para varios valores de z: 


1 var. 


1 var. 
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Observando los signos vemos que hay una raíz entre 5 y 6 y una raíz entre — 1 y 0. 
Las otras dos raíces son imaginarias. 


Ejemplo 3. Para demostrar que una elección adecuada de los polinomios de Sturm 
puede facilitar la investigación de la naturaleza de las raíces, consideremos la ecuación: 
ata+l) ala+1)...(a+n—1) 

Pi A A E E AS 


a 
z + ———-r +... + 


sjt 
f +3 1.2 1.2...n 


” =0, 


Derivando y multiplicando por 1 — z, obtenemos: 


ADf =af— sotd- Ltr NR, 


La verificación de esta identidad es directa y no presenta ninguna dificultad. Si to- 
mamos ahora 
ala+1)...(a+n—1) 


Vz=f,V.=f.,) V = — ————— ha + na”, 
1.2...n 


y suponemos que a no es ni cero ni un entero negativo mayor o igual a — n, puede veri- 
ficarse inmediatamente que estos tres polinomios forman una sucesión de Sturm para 
cada uno de los intervalos (e; + œ) y (— œ; — e), siendo «e un número positivo ar- 
bitrario tan pequeño como se quiera; y así podremos hallar exactamente el número de 
raíces positivas o negativas de la ecuación propuesta mediante el teorema de Sturm. 
Supongamos primero que a es un número positivo o un número negativo < — n. Sus- 
tituyendo  =«12=+ œ y z = — œ; r = —a y suponiendo que n es par, tenemos: 


a>0 a <—n 


y puesto que no se pierden variaciones en los intervalos (— œ; — e) y (e; + 0) la 
ecuación propuesta sólo tiene raíces imaginarias. 
En el caso de que n sea impar los resultados son: 


a>0 
2 Y Yi V: 
+0 + + = 
e + + = 
—e + + + 
— o = + + 


Examinándolos vemos que en el caso de que sea a > 0 sólo se pierde una variación 
en el intervalo (— œ; — e), lc que indica que hay una raíz real negativa, mientras que 
si a < — n se pierde una variación en el intervalo (e; + œ), lo que demuestra la exis- 
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tencia de una raíz ;. -~ iva. En la misma forma, en los casos en que a >0 y a < —n 
la ecuación no tiene raíces reales si n es par, y una raís real si n es impar. Si a es 
negativo y se encuentra entre dos enteros consecutivos —k y —k+1 y k < n, el examen 
de la naturaleza de las raíces puede hacerse de manera análoga y conduce al siguiente 
resultado: para n par hay dos raíces reales; para n impar el número de raíces reales es 
uno O tres, según que k sea impar o par. 


Problemas 
Separar las raíces por medio del te- .ema de Sturm. 


1. 3—31+1=0, 2. 24612 +10x—1 =0. 
3. Y —4124+2=0. 4. r—6r 4+ 8r + 40 =0. 
5. +22-—2xr-—1=0. 6. 2—42?—424+2 =0. 


7. 6 1 — 24 T + 4272? —32zx + 11 =0. 8. 16 zt — 32 T° + 88 r? — 8 z + 170. 


9. xt — 4r + 10r? — 8r +3 =0, 10. r—4r+12r— 12r +45=0. 
MM. 4d —4P 424627242 =0. 12. +—424x—1=0. 
3. 14 +4x—1=0. 14. 142 —4z +10 =0. 


15. 9d —544+10*—57+1=0. 16. 54+57—27*—107+2 =0. 
17. 24 —82+6=0. 

18. 1 — 6 zë + 152-202 + 307? —2 zx + 14 =0. 

19. 1 —61 + 167 —A 4 27 —1214 4 =0. 

20. 5 14 — 30 25 + 75 zt — 90 T + 60 T°? — 187 —2 =0. 


* 21. La sucesión de Sturm para cada uno de los intervalos (e; + œ) y (— œ; — e) 
en los que e es un número positivo arbitrario, puede obtenerse de la siguiente manera, 
supuesto que f (z) no tiene factores múltiples: Se ordena f (z) y los demás polinomios 
que se usarán, según potencias crecientes de z. Sea 1% la máxima potencia de z que 
divide a f’ (z) de modo que: 


Si) =wj() azo 


y fi (0) = 0. Divídase f (z) por fı (z) de grado nı = n — 1 — pı, conservando cn el co- 
ciente exactamente n — n, + 1 términos. El resto será divisible, evidentemente, por 


ın m+ 


pero puede ser divisible ocasionalmente por una potencia mayor de z, por ejemplo z®, 
de modo que p: 2 n— m + 1. Representando este resto por 

— z” f: (z), fa) 0, 
tendremos idénticamente 


$ (2) =f (2) h (2) — 2” f: (2), 


y el grado de f: (2) será m 5 n — pz S m — 1, es decir, menor que el de fı (z). Si f: (z) 
no es una constante, dividimos en la misma forma fı (z) por fz (z), conservando en el 
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cociente exactamente nı — nr -+ 1 términos. El resto será divimble por “+1; 
representándolo por 


— mafi (2), zm —m+1l,' f(0)0, 
tendremos 
Ji (2) = fa (2) q (2) — 1% fa (2). 


La continuación de este proceso conduce a una sucesión de polinomios 


S Ío fo ES P 
el último de los cuales es una constante distinta dé cero. Demostrar que 
V=f$, Vi = fu ...» V: =fa. 


es una sucesión de Sturm paita el intervalo (e; + œ). Eligiendo el signo + 6 — de acuerdo 
ia ue p; sea par o impar y haciendo 
V=f, Vi=żfi (i =1,2,...,8), 
demostrar que 
V, Va- Ve, 

es una sucesión de Sturm para el intervalo (— œ; — e). Para evitar las fracciones está 
permitido multiplicar los restos por factores positivos convenientemente elegidos. 

Aplíquese este procedimiento en la separación de las raíces de las ecuaciones: 

*2. 2—341=0. a *B. —44x—1=0, 
*A. 4 +24 r—1=0. *25. 14 14 22—1 =O. 


* 26. Demostrar que una ecuación V = 0 de grado n tiene todas sus raíces reales y 
distintas si y solamente si la sucesión de Sturm consta de x= funciones con primeros coefi- 
cientes del mismo signo. Aplíquese este criterio a la ecuación cúbica 12 + pz + q = 0. 


* 27. ¿Cuál es la condición para que todas las raíces de la siguiente ecuación sean reales? 
P—5pr + 5pr 429 =0? 
* 28. Investíguese la naturaleza de las raíces de la ecuación: 


AE E” 
ESTAS a 
Nótese que 
z* 
V—V=- j 
1.2... 7 
y demuéstrese que 
y, Y —. 


forman una sucesión de Sturm en cada uno de los intervalos (e; + œ) y — œ; a) siendo 
e Un número positivo arbitrario. 


* 29. Si las funciones 
F, Vun -.., Va 
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satisfacen las condiciones 2, 3 y 4 enumeradas en el párrafo 1, pero no la condición 1, 
¿qué representa la diferencia v (a) — y (b)? 


* 30. Si se satisfacen las condiciones 2, 3 y 4 y v(— »=) —u(+ œ) =n, siendo n 
el grado de la ecuación Y = 0, demostrar que todas las raíces de la ecuación son rea- 
les y distintas. 


* 31. Considerar los polinomios de Hermite H, = H, (z), definidos por la expresión 


de gor 
E gn H 
dz” 
Demostrar que 
Hanı +2zHn +2n Hp-1 =0, 
para n = 1,2,3, ..., suponiendo que Ho = 1. Refiriéndose al Problema 30, demostrar 


que todas las raíces de la ecuación H, = 0 son reales y distintas. 


SvaEsTIÓN: Si y = e7”, entonces 


Hallar la derivada de orden v. 


* 32. Sea 
1 


+12 —ppa+1 1 
atea. H= z 


—_—— P, (z) e 
dzr+:? z2n+2 AS 


donde P, = P, (x) es un polinomio de grado n. Demostrar que: 
Pr41— [2n +2) +1]Pn +n (n +1) Pa~ =0;0m =1,2,3,... 


Concluir luego por inducción que el primer coeficiente de P, es 1, 2,3, ..., n y que 
P.a (0) = 1. Refiriéndose del Problema 30, deducir que todas las raíces de la ecuación 
P. (2) = 0 son reales, negativas y distintas. 


* 33. Sean las partes imaginarias de los números complejos a, + b,1; az + da1;... 
...56., + b,1 del mismo signo; por ejemplo, todas positivas. Sea 


(z — aı — bı i) (z — a — b: i) ... (£ — an — bn i) = Pn (£) +i Qha (£), 
siendo P, (x) y Q, (x) polinomios reales. Demostrar que las raíces de la ecuación 
aPn„ +Q, =0, 
son reales para a y f reales y arbitrarios. Guía para la solución: Sea 


Ve =aPk +8Qr y Vo = a. Demostrar que 


bk bk 
«+ (z — Ag1) | Va — (z — ak—1)? + dy bei | Vk~2 
t bx —1 bk—ı 
para k = 2, 3, ..., n. Referirlo al problema 30. Este problema puede resolverse también 


por consideraciones geométricas muy simples. 


CAPITULO VIII 


CALCULO APROXIMADO DE LAS RAICES 


1. Objeto de este capítulo. — Luego de efectuada la separación 
de una raíz real, se presenta una nueva cuestión: ¿cómo calcular esta 
raíz con un grado de aproximación deseado? Los valores aproximados de 
los números se representan ordinariamente por cifras decimales, y por 
lo tanto el problema de aproximar las raíces puede plantearse de esta 
manera: calcular con un número de cifras decimales preestablecido la 
raíz separada. Para arribar a tal objetivo pueden emplearse varios 
métodos. En este capítulo consideraremos los tres métodos principales: 
el método de Horner, el de iteración y el de Newton. El de Horner se 
aplica únicamente a ecuaciones algebraicas, mientras que los otros dos 
tienen la ventaja de ser aplicables también a las ecuaciones trascenden- 
tes. En cambio, en su utilización en las ecuaciones algebraicas, el método 
de Horner tiene ventajas definitivas con respecto al de Newton y al 
de iteración: primero, en el método de Horner los cálculos necesarios se 
disponen de una manera muy conveniente y segundo, la raíz puede 
computarse con un mayor número de cifras decimales con una misma 
cantidad de trabajo. 


2. Parte básica del método de Horner. — Las características esen- 
ciales del método de Horner se entenderán mejor en su aplicación a 
ejemplos concretos. 


Ejemplo 1. Tomemos la ecuación 
a—Tr+7=0 


ya vista en el Capítulo VI, Párrafo 12. Tiene tres raíces reales: dos positivas en los inter- 
valos (1; 3/2) y (3/2; 2) y una raíz negativa entre — 4 y — 3. Supóngase que deseamos 
calcular aproximadamente la raíz contenida entre 3/2 = 1,5 y 2. Desde que la parte 
entera es 1, podemos poner: 


dape 
r= pause 
10 


donde a es un número contenido entre 5 y 10. La ecuación transformada en a puede 
obtenerse en dos pasos: primero ponemos 
z=1+x% 
169 
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y luego 
a 


t =—. 
10 


La ecuación transformada cn z' se encuentra mediante la regla de Horner, inventada 
por él precisamente en conexión con el cálculo aproximado de las raíces. En nuestro caso 
los cálculos necesarios se disponen como sigue: 


1) 1 0 —7 7 
1 1 —6 
1 —6 1 
1 2 
2 4 
1o Mm 
3 
1 
y los números subrayados son los coeficientes de la ecuación en 7’: 
T? +37 — 4r +1 =0. 
Aquí debemos sustituir 
a 
rý = —. 
10 
Eliminando denominadores, la ecuación resultante en a será: 
as + 30 a? — 400 a + 1000 = 0 i 


y sus coeficientes se obtienen multiplicando los números 1; 3; — 4; 1 del Esquema [I] 
por 1; 10; 10*; 10°. La raíz de la ecuación [1] se sabe que está contenida entre 5 y 10. 
Para determinar la parte entera de a debemos buscar dos enteros consecutivos entre los 
que esté contenida a. Con este fin sustituímos sucesivamente en el primer miembro de 
HL a =5; 6; 7; 8; 9 y observamos los dos enteros sucesivos que dan resultados de signos 
opuestos. El menor de ellos será la parte entera buscada de a. Encontramos que para 


a =5; 6; 7. 
los signos de los resultados son 
— — + 
Por lo tanto: 
6<a<7 
y podemos escribir 
a=64 > 
10 ” 


donde b está contenido entre 0 y 10. La ecuación transformada en b se enenentra por 
una nueva aplicación de la regla de Horner, como sigue: 
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6) 1 3  -—400 1000 
6 216  —1104 
36  —184  —104000 
6 22 
42 6800 
at u 
430 
y = 
La ecuación en b es: 
+ 480 b° + 6800 b — 104000 = 0. 12 


Para encontrar la parte entera de b sustituímos en el primer miembro de [2]: b = 0; 
1; 2;... ;9, y buscamos dos números consecutivos entre éstos que den resultados de sig- 
nos opuestos. El número de sustituciones, en condiciones desfavorables, puede llegar a 
nueve, pero puede reducirse a la mitad mediante la siguiente observación. Sustituímos 
primero b = 5; si el resultado es positivo es inútil sustituir b = 6; 7; 8; 9; y si el resul 
tado es negativo no hay por qué sustituir b = 1; 2; 3; 4. En este caso la sustitución b = 5 
da un número negativo, así que es necesario continuar sustituyendo b = 6; 7; 8; 9. Como 
todas estas sustituciones dan resultados negativos, es indudable que la parte entera de 
b es 9, y podemos poner 


ec 
b=9+-0' 


donde O < e < 10. Otra aplicación de la regla de Horner 


9) 1 480 6800 —104000 
9 4401 100309 


489 11201  — 3191000 
9 4482 

498 1568300 pm: 
y S 

5070 


1 


demuestra que la ecuación en c es: 
e + 5070 c + 1568300 c — 3191000 = 0 B] 


y para encontrar la parte entera de c podemos proceder por tanteos como anteriormente. 
Pero aquí concurre una circunstancia que facilita mucho el tanteo. Al examinar la ecuación 
131 es obvio que los términos 

e + 5070 e*, 


para 0 <c < 10 son consmderablemente menores que los términos 
1568300 e — 3191000. 
Despreciando por esta razón todos los términos excepto estos dos y considerando la 
ecuación de primer grado 
1568300 c — 3191000 = 0, 
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es evidente que la raíz de esta ecuación no diferirá mucho del valor exacto de c y presu-- 
miblemente tendrá la misma parte entera. Ahora bien, la parte entera de c determinada 


en la ecuación abreviada es 2, y entonces ponemos: 


d 
=2+Ż ; 0<d<10, 
AET 


y buscamos la ecuación transformada en d mediante Horner: 


2) 1 5070 1568300 —3191000 
2 10144 3156888 
~ 5072 1578444 — 34112000 
2 10148 2 
5074 158859200 
2 [Iv] 
50760 
0 = 


Como el número subrayado en la última columna es negativo, tenemos la certeza de 
que 2 no es mayor que la parte entera de c; tampoco es menor, pues la suma de los 
números subrayados 

1 + 5076 + 1588592 — 34112 


es el resultado de sustituir c = 3, y es positivo. Con respecto a la ecuación en d, es: 


d? + 50760 d? + 158859200 d — 34112000 = 0 


y aún con mayor razón podemos suponer que la parte entera de d es igual a la parte entera 
del cociente obtenido dividiendo 34112000 por 158859200. Esta parte entera es O y po- 


nemos 


e 
d=0+— ; 0<e<00, 
+3 


y los coeficientes de la ecuación en e se obtienen agregando a los números de las columna. 
2, 3 y 4 del esquema [IV] uno, dos y tres ceros respectivamente. Luego: 


e? + 507600 e? + 1588592000 e — 34112000000 = 0. 


La parte entera de e, determinada de acuerdo al método simplificado, es 2, y entonces 
pondremos: 


Í 
=2+— ; 0<f<10. 
e 5 ; Í 


La ecuación transformada en f se obtiene como anteriormente. 


2) 1 507600 15885920000  —34112000000 
2 1015204 31773870408 
507602 15886935204  — 2338129592000 
2 1015208 
507604 1588795041200 
2 
5076060 IV) 


La ecuación en f es: 
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J? + 5076060 f? + 1588795041200 f — 2338129592000 = 0. 


En este punto nos detenemos un momento, pues la continuación del proceso llevaría 
a números excesivamente grandes. Una de las características más importantes del mé- 
todo de Horner, y que no puede omitirse, es la así llamada «< contracción », que será 
explicada enseguida. Debemos también mencionar que los cálculos separados en [1], 
(11], III), [IV] y [V] se combinan en un esquema compacto de la forma que se muestra 


a continuación y que no requiere una explicación detallada. 


1) 


6) 


9) 


2) 


2) 0) 


En cuanto al valor de la raíz x resulta de la combinación de las sustituciones 


1 


1 


sip TEA E 
TERE TA 10 ? 


507600 
2 


507602 
2 


507604 
2 


507606 


—7 7 
1 —6 
—6 1000 
2 —1104 
—A00 — 104000 
216 100809 
—184 — 3191000 
252 3156888 
6800 — 34112000000 
4401 31773870408 
11201 — 2338129592 
4482 
1568300 
10144 
1578444 
10148 
15885920006 
1015204 
15886935204 
1015208 
15887950412 


o 
eS 10 ? 10 ” 


C 
10 ? 
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y puede en consecuencia, expresarse 


EE A OE 
E 10 o: 10? dor o os F 
o sen 
z = 1,69202 + -L 
> 10+ 


de manera que los números 1; 6; 9; 2; 0; 2 que aparecen a la izquierda del esquema 
anterior son las cifras sucesivas de z. Aún más, desde que 0 < f < 10, es evidente que 


1,69202 


es una aproximación por defecto de z con cinco decimales exactos. 


Problemas 
Calcálese por el método de Horner: 
3 3 
1. Y7 con tres decimales. 2. y 18 con cuatro decimales. 
3 4 
3. v 3,895 con tres decimales. 4. Y 20 con cuatro decimales. 


5. ao dde 

Calcúlease con el método de Horner las raíces de: 

6. T? + z? + z — 100 = 0 con tres decimales. 

7. 4 4-4 1x—1 =0. La raís negativa con tres decimales. 
8.  —321+1 =0. Las raíces positivas con tres decimales. 
9. 1 —4z+1 =0. Las raíces positivas con tres decimales. 


Calcúlense con tres decimales las coordenadas de los puntos de intersección de las 
curvas: 


10. 24+y=1l ; 2+y=2. 1. rt +y =S ; y=r+z 
Calcálense con tres cifras significativas las raíces de: 

12. 2*—3024 7x4 10 =0. 13. t — r? + 12074 30 =0. 
14. 2 z? — 250 z? + 500 z + 1000 = 0. 

15 r* — 125 x* + 200 2? — 300 z + 500 = 0. 


16. Una cáscara esférica de hierro, vacía por dentro, se hunde en el agua hasta la 
profundidad de su radio exterior. Si el espesor de la cáscara es de 1 cm y el peso espe- 
cífico del hierro es 7,5, ¿cuál es el valor del radio exterior? 


17. Resuélvase el Problema anterior suponiendo que la cáscara, completamente su- 
mergida, no se hunde hasta el fondo. 


18. Una caja cúbica abierta tiene paredes de hierro de 1 cm de espesor y se hunde en el 
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agua hasta la mitad de su altura. Calcúlense con tres cifras significativas las dimen- 
siones externas de la caja, en cm 


19. La figura representa la sección según su eje de un embudo cónico de hierro que 
flota en el agua, estando la parte XCY sumergida. Si AA’ = BB’ =1 em y (a) CY = 
=1,CB; (b) CY = CB, ¿cuál es la altura CD en cm?. 

Háganse los cálculos con tres cifras significativas. A A B Bp 
| 

20. ¡Hasta qué profundidad se hunde en el agua una do- 
bola de madera si el peso específico de la madera es ?/.? 1 
3. Contracción. — Volvemos ahora al mé- nó 
todo de < contracción » mencionado al final del último párrafo. Si la 
ecuación [4] en f se divide por 10*, toma la forma: 


0,001 f* -+ 5076,06 f? + 1588795041,2 f — 2338129592 = 0. 


Podemos suponer que la raíz de esta ecuación cambiará muy poco si 
se desprecian las partes decimales de los coeficientes y la relación ante- 
rior se reemplaza por: 


0 f? + 5076 f? + 1588795041 f — 2338129592 = 0, [1] 


que es una ecuación de segundo grado. Sus coeficientes pueden es- 
cribirse inmediatamente siguiendo esta regla que en esencia, es la 
contracción que deseamos explicar: No agregamos ceros en las co- 
lumnas 2, 3, 4 sino que suprimimos 1l, 2, 3 cifras a la derecha de 
los números que se encuentran en las columnas 3, 2, 1 respectiva- 
mente. Para calcular la raíz de la ecuación [1], primero encontra- 
mos su parte entera, tomándola igual a la parte entera del eocien- 
te que se obtiene dividiendo 2338129592 por 1588795041. Siendo es- 
ta parte entera igual a 1, ponemos: 


g 
=1+4% ; 0<g <10, 
Í 0 g 


y encontramos la ecuación en g mediante Horner: 


1) 5076 1588795041 —2338129592 
5076 1588800117 


1588500117 — 749329475 [VI] 
5076 
158880514 
5076 


Esta ecuación puede escribirse así: 
50,76 g? + 158880519,3 g — 749329475 = 0. 
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Una vez despreciadas las fracciones, se la reemplaza por esta otra 
ecuación: 
50 g? + 158880519 g — 749329475 = 0, 


cuya raíz difiere muy poco del verdadero valor de g. Los coeficientes 
de la última ecuación se obtienen suprimiendo una o dos cifras a la 
derecha en los números del esquema [VI] que se encuentran en las. 
columnas 2 y 1, respectivamente. La parte entera de g es 4, y ponemos 


parpi ; 0<h<10. 
10 


calculándose los coeficientes de la ecuación en h de la manera acos- 
tumbrada, 
4) 50 158880519 —-749329475 
200 635522876 
158880719  —113806599 [VII} 
200 


158880918 
50 


La ecuación en h puede escribirse entonces: 


0,50 h? + 15888091,9 h — 113806599 = 0, 


y se reemplaza nuevamente, despreciando las fracciones, por la ecua- 
ción de primer grado: 


15888091 h — 113806599 = 0, [2] 


cuyos coeficientes se encuentran en el esquema [VII] suprimiendo la 
última y las dos últimas cifras, respectivamente, en las columnas 2 y 1. 
Los esquemas [VI] y [VII] se combinan así: 


1) 50/6 1588795041 —2338129592 
5076 1588800117 


1588800117 — 749329475 
5076 635522876 


“1588805194 — 113806599 
4) 5018 200 


158880719 
200 


158880918 
#0 


constituyendo la contracción del método de Horner. El valor aproxi- 
mado de k puede encontrarse ahora en la ecuación [2] por división. 
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Sin embargo, es necesario saber con cuántas cifras puede ser computado 
el cociente. A este fin, la siguiente observación general puede servir de 
guía para decidir cuántos decimales de la raíz pueden encontrarse por 
el proceso de contracción. Examínense cuántas cifras hay en el número 
que está en la anteúltima columna, obtenido antes de empezar 21 pro- 
ceso de contracción. Supóngase que haya N cifras; en nuestro ejemplo 
N = 11. Si n es el grado de la ecuación, réstese n + 1 a N; la dife- 
rencia N — (n + 1), que en nuestro caso es 11 — 4 = 7, da el número 
de cifras que puede esperarse encontrar por el proceso de contracción. 
De acuerdo con esta regla podremos hallar, en nuestro ejemplo, siete 
cifras de la raíz por contracción; por lo tanto, h debe determinarse por 
división con cinco cifras. Con este grado de aproximación se encuentra: 


h = 7,1630, 
y el valor correspondiente de la raíz pedida es: 


x = 1,692021471630, 


con 12 decimales. En la parte regular del método de Horner el trabajo 
numérico crece con cada nueva cifra hallada, pero en la parte de con- 
tracción, por el contrario, el trabajo decrece en cada paso. La parte 
regular es justamente como trepar una montaña: el esfuerzo crece a 
medida que llegamos a la cima; por el contrario, la parte de contracción 
es como el descenso desde la cima: cuanto más bajamos, menor es el 
esfuerzo que debemos hacer. 

Hemos tratado nuestro ejemplo con todos los detalles necesarios 
para explicar la parte esencial del método de Horner, pero aún quedan 
por examinar dos puntos importantes. En primer lugar, resta por expli- 
car cómo efectuar la última división con un divisor grande de la manera 
más expeditiva posible y en segundo lugar, examinar más detenida- 
mente la cuestión del error cometido al usar el proceso de contracción. 
En el Párrafo 4 se darán las reglas del interósante método de división 
propuesto por Fourier y en el Párrafo 5 examinaremos cón detalle la 
determinación del error. 


Problemas 
Calcúlense con el número de cifras decimales indicado en cada caso, las raíces de: 
1. 2 —3 = 0, seis decimales. 2. 27 — 5 = 0, seis decimales. 
3. 11 — x — 1 = 0, seis decimales. 
4. 32—712242x+5 = 0, seis decimales. 
5. 6z! — 7r + 10r +5 = 0, ocho decimales, 
6. 13 4-4? —7 = 0. La raíz positiva con seis decimales. 
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7. 5 —9x—9 =0. La raíz positiva cou ocho decimales. 
8. T +422—10 =0. La raís positiva con ocho decimales. 
9. 1—7z2+7=0. La raíz negativa con ocho decimales. 
10. *—4z+1 =0. La menor raíz positiva con seis decimales. 
11. —6z+2=0. La mayor raíz positiva con seis decimales. 
12. zt —2 7 + 2?—3 =0. La raíz positiva con ocho decimales. 
13. 1 —21 + 1?—z—7 =Q. La raíz positiva con ocho decimales. 
14. *—744+46r+7x—11 =0. La raíz negativa con ocho decimales. 
A AR 
Todas las raíces reales con seis decimales. 
16. 714 — 16r + 2?—92 47 =0 
17. + —242r*-2r4+41=0 


Jotas srt res con mis doimales 
18. + 9 —7*-2*4+zxr+1-=0 


A 4. La División de Fourier. — Cuando hay que dividir un número 
por otro con muchas cifras decimales, es ventajoso emplear el método de 
división propuesto por Fourier. En el método de división de Fourier 
un grupo o número pequeño de cifras del divisor, consistente, digamos, 
en dos o tres cifras, se elige como divisor « abreviado » y todas las divi- 
siones se hacen con este divisor abreviado, tomándose gradualmente 
en consideración las restantes cifras del divisor para efectuar las así 
llamadas <« correcciones >. Supóngase que B es el divisor abreviado 
y que las cifras siguientes son by, bi, bz, ...- de manera que el diviso 
completo es 


Bbo bı da... 
Sean también 


CoC1Cr... Ca) 


las cifras del cociente empleado en el proceso de la división de Fourier. 
Entonces, la < corrección > correspondiente se calcula con la fórmula 


boc. + bi Ca + ... + baco, 


de manera que las correcciones, luego de encontrar una, dos, tres, ete., 
cifras en el cociente son: 


boco ; bacı + bıCo ; bocs + bici + brco; ... 


Al comienzo estas correcciones puden ser computadas fácilmente en 
forma mental; pero cuando se han determinado varias cifras del cociente, 
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la mejor manera de calcularlas es la siguiente: escríbanse en una tira 
de papel las cifras del divisor que siguen al divisor abreviado, en orden 
inverso, así: 


«.. bs bz bı bo. 


Colóquese la tira de manera que bo quede inmediatamente debajo de 
la última cifra encontrada en el cociente y hágase la suma de los pro- 
ductos de los números que quedan uno sobre el otro. Esto puede hacerse 
fácilmente sumando primero las unidades de estos productos, luego las 
decenas si las hay, etc. 

Para determinar la primera cifra del cociente divídase el dividendo, 
suplementado si fuera necesario con tantos ceros a la derecha como 
deseemos, por el divisor abreviado en la forma ordinaria. Agréguese al 
resto la cifra siguiente del dividendo y del número obtenido réstese la 
primera corrección, que da el dividendo parcial corregido. Para encon- 
trar la segunda cifra del cociente divídase este dividendo parcial corre- 
gido nuevamente por el divisor abreviado y réstese la segunda correc- 
ción, lo que dará el segundo dividendo parcial corregido. Al dividirlo 
por el divisor abreviado se obtiene la tercera cifra del cociente. Al resto 
obtenido se le agrega la cifra correspondiente del dividendo y se resta 
la tercera corrección, luego de lo cual se procede como anteriormente. 
Mientras luego de las correcciones no se encuentren números negativos, 
se puede continuar con esta marcha regular de las operaciones. Si, por 
el contrario, aparece un número negativo después de la corrección, es 
signo de que la última cifra encontrada en el cociente debe ser dismi- 
nuída. Esto, cuando la última cifra y alguna de las precedentes son cero 
causa un cambio en un cierto número de cifras del cociente. Supóngase 
que cambien exactamente 1 cifras. Entonces, al número negativo que 
resulte de la corrección se debe sumar 


10B+db0+b1+... +b 


y luego continuar como antes. Si en un cierto estado de la división de 
Fourier es conveniente hacer un cambio del divisor abreviado B por un 
divisor abreviado mayor Bbo, entonces debe hacerse su corrección como 
de costumbre, pero en lugar de continuar con la división por B, se debe 
agregar otra cifra del dividendo y hacerse una nueva corrección pero 
con el nuevo divisor abreviado; luego se sigue con el procedimiento 
regular empleando el nuevo divisor abreviado. Los ejemplos siguientes 
servirán para ilustrar el método de la división de Fourier * 


Ejemplo 1. Se quiere hallar cinco cifras en el cociente de dividir 113806599 por 15888091 
Las operaciones se disponen como se indica a continuación; las observaciones expli- 
cativas se dan a continuación. 
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YY YY YY =” 
113805699 15888091 
105 1 
88 72630 
— 56 7 X8 = 56 corrección 


— 72 2XxX847X8 = 72 corrección 
— 52 (la cifra 2 demasiado alta) 


6X8+1Xx8+7X8 = 112 corrección 


545 
— 56 6X8+1Xx8+7 Xx0 = 56 corrección 


489 La división continúa con el divisor 158. 
474 


e —— 


159 

—135 3xX8+6X8+1xXx0+7 X 9 = 135 corrección 
249 

— 40 0x8+3x8+6x0+1Xx9+47X1 =40 corrección 
209 


Explicaciones 


El primer divisor abreviado es 15. Habiéndose determinado 2 luego de la segunda 
división y dando la corrección un número negativo, se halla —52. Por lo tanto, se cambia 
2 por 1 y, como es la única cifra que cambia, sumamos a —56 la cantidad 


15 X 10 +8 = 158 


lo que da 106. Luego de encontrar 6 como tercera cifra, deseamos tomar 158 como nuevo 
divisor abreviado. Con este fin se resta a 166 una corrección que llega a 112, lo que da 
54. En lugar de dividir 54 por 15, se agrega la cifra siguiente 5 y de 545 se resta una 
corrección de 56 correspondieate al nuevo divisor abreviado 158. El número resultante 
se divide ahora por 158 y las correcciones siguientes se hacen correspondiendo al divisor 
abreviado 158. El lugar de la coma decimal se determina por observación directa, y el 
cociente hallado con cinco cifras es: 


7,1630 +. 


Ejemplo 2. Determinar siete cifras del cociente de la división 26,73385 por 324,754813. 
Como el lugar de la coma decimal se determina fácilmente por observación, nos des- 
entendemos de la coma decimal y ordenamos las operaciones como se indica a conti- 
nuación, tomando al comienzo como divisor abreviado 32. 
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YYYY EN 
2673385 324754813 
256 8232010 
03 
Corrección — 32 
ar 
64 
173 
Corrección — 64 
109 
96 
138 
Corrección — 66 
72 
64 
85 
Corrección — 71 
140 
Corrección — 101 
390 Aquí cambiamos a un nuevo divisor. 
Corrección — 46 
344 
324 
200 
Corrección — 65 
135 


Por lo tanto el cociente pedido es 
0,08232010 + . 


La teoría completa de la división de Fourier es algo complicada; 
por otra parte, ésta juega aquí súlo un papel auxiliar y por esta razón 
no nos extenderemos en mayores detalles. Sin embargo, debido a su 
utilidad práctica, es imposible omitir algo más, que es la aplicación del 
método de división de Fourier a la extracción de raíces cuadradas. Para 
dar un ejemplo supongamos que deseamos extraer la raíz cuadrada del 
húmero 500. Se ve inmediatamente que la parte entera de la raíz es 


22, y que de esta manera puede escribirse como 22 + x, donde 0 <z <1. 
Entonces: 


(22 + 2)? = 484 + 44x + q? = 500, 
de donde 
44 x +r = 16 
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Dividiendo 16 por 44 + z por el método de Fourier y tomando 44 
como divisor abreviado podemos determinar la primera cifra del cociente, 
la que será inmediatamente escrita al lado del 44, haciendo la corres- 
pondiente corrección. 

Se determina luego la segunda cifra de z y se escribe también en el 
divisor y así sucesivamente. En el caso en que la corrección dé negativa, 
la última cifra, tanto del cociente como del divisor, debe ser disminuída 
en 1. Esto puede afectar un cierto número de cifras, digamos + cifras. 
Luego, para continuar la operación, debemos sumar al número negativo 
10 veces el divisor abreviado más el doble de la suma de las 1 cifras qu 
le siguen o este número aumentado en l, según que í sta o no mayor 
que la mitad del núm<:0o total de cifras escritas en el cociente. Las cifras 
restantes permanecen ¡as mismas que en la división ordinaria. Las ope- 
raciones de nuestro ejemplo se disponen como sigue: 


446 ». sw 
160 | 443606897739 
132 79 49 
"280 | 36068877589 
Corrección — 9 
271 
264. Continuación 
70 3620 
Corrección —36 Corrección —144 
340 3476 
Corrección — 36 3122 
304 3540 
264 Corrección  —168 
400 3372 
Corrección — 36 3122 
364 2500 
352 Corrección —-241 
120 2259 
Corrección —120 2230 
00 290 
— 96 Corrección —270 
gs 200 
44 X 10 + 2(3 + 6) = 458 Corrección —263 
362 — 63 


Aquí cambiamos al 
divisor mayor 446 


Sin continuar más allá con la división podemos concluir que 


y 500 = 22,3606797749 +. 
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Problemas 
Encontrar por la división de Fourier el cociente de dividir 


1. 237,69 por 33,65439 con seis decimales. Usar el divisor 33 en tres divisiones y 336 
luego. 
2. 63,9878 por 24,85397 con seis decimales. Divisar 24 en cuatro divisiones y luego 248. 


3. 3,173563 por 334,856921 con diez cifras significativas. Divisor 33 en cinco divi- 
siones y 334 luego. 


4. 180 por x con ocho decimales; z = 3,14159265358979. . . 
Extraer las siguientes raíces cuadradas por el método de Fourier: 
5. 12,185 con ocho decimales. 

6. Y 3465,23 con ocho decimales. 

7. y 0,031429 con ocho decimales. 


8. V Y 2—1 con ocho decimales. 


* 5. Estimación del error. — Debemos examinar ahora el error 
que se produce por el proceso de contracción. La parte regular del 
método de Horner nos lleva a representar la raíz de la ecuación 


*-—711+7=0, 


con la cual trabajábamos, en la forma: 


z = 1,69202 + Í_, 
10% 


donde f es una raíz de la ecuación: 

0,001 f? + 5076,06 f* + 1588795041,2 f — 2338129592 = 0, 
contenida entre 0 y 10. Esta ecuación fué reemplazada, sin embargo, por 
$ (z) = 5076 x° + 1588795041 r — 2338129592 = 0, 
cuya raíz, que se aproxima a f pero que no es igual, llamaremos fo. Es 


necesario estimar la diferencia f — fo. Con este fin, nótese que la ecua- 
ción en f puede escribirse así: 


$ (f) = — 0,001 f — 0,06 f? —0,2f. 
Por otra parte: $ (fe) = 0, y así 
$) — $ (f) = —0,001 f* — 0,06 F —0,2f. 
Pero, por la fórmula del valor medio que se enseña en los cursos de 
cálculo diferencial: 
$0 —+0) = YU — If) t (E), 
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donde ¿ es un cierto número comprendido entre f y fo. En consetuencia: 
0,001 f? + 0,06 f? + 0,24 
$ =h = AAA, 
$ (5) 
de manera que la diferencia es ciertamente negativa, porque 
$9 E) > 15 X 10°. 
Por otra parte, desde que f < 10: 
0,001 f3 + 0,06 f? + 0,2f < (0,001 + 0,006 + 0,002) x 10: = 
= 0,009 x 10 < 0,01 x 10%, 


y luego: 
E a 11] 
1,5 
Al mismo tiempo 
z = 1,69202 + h ih. 
106 106 


Con respecto a fo, se tomó de la forma 


g 
fi= 1 + —> 
10 


donde g es una raíz de la ecuación 
50,76 g? + 158880519,3 g — 749329475 = 0, 


contenida entre O y 10. Pero esta ecuación es reemplazada por 
f(x) = 502? + 158880519 x — 749329475 = 0, 
cuya raíz, próxima a g, puede llamarse go. La diferencia g — go puede 
ser estimada de la misma manera que la diferencia f — fo; resulta que: 
0,79 


— —- Xx 106<g — go <0. 2 
1,5 g go [2] 


Al mismo tiempo podemos escribir 


A E SEE 
10 10 


Ahora 


h 
g =4 tT—> 
i 10 


donde h, comprendido entre O y 10, satisface la ecuación 


0,50? + 15888091,9h — 113806599 = 0. 
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Pero sustituímos a h por la raíz ho de la ecuación 
15888091 ho — 113806599 = 0. 


La diferencia h — ho puede estimarse como anteriormente y se en- 
cuentra que 


A E E S 13] 
1,5 
Al mismo tiempo 
ho h — ho 
E A E 
go 10 + 10 , 
y 
4 h h —h — 
Ta EE LA 
10 102 102 10 


4 h h—h = f— 
p al E tl LM fa 
107 108 108 107 10$ 


1 
z = 1,69202 + — + 
t To 


Por las desigualdades [1], [2] y [3] la cantidad 


V E O O e 
10* 107 108 


que representa realmente el error cometido por la contracción, es nega- 
tivo, y su valor absoluto es menor que 


` 


DOL jor 7 y om y D59 y 91 < L4 y 10 < 10722, 
1,5 EN 1,5 1,5 


Puesto que ha X 1073 está comprendido entre las cotas 
z < 1,6920214716301 
x > 1,6920214716299 , 


y tomando 


ii 


x = 1,692021471630, 


tenemos un valor aproximado de la raíz que difiere del valor real en 
menos de 10-1. Queda sobreentendido que el error cometido por la 
contracción puede estimarse en forma muy similar en cualquier otro 
caso xk. 


6. Otro ejemplo. — Vale la pena ilustrar el método de Horner com- 
pleto con otro ejemplo. 


Ejemplo. La ecuación 
—4x4+1=0, 
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tiene dos raíces reales: una en el intervalo (0; 1) y otra en el intervalo (1; 2). Calcule- 
mos aproximadamente la menor. Escribiendo 


a 
== ; 00<a<o00, 
la ecuación para determinar a se encuentra inmediatamente 
ai — 4000 a + 10000 = 0 


y se determina por tanteos que la raíz, que es menor que 10, está contenida entre 2 y 3; 
así que escribimos: 


b 
a =2 + — ; 0<b<10. 
+3 < 


Los cálculos necesarios para encontrar la ecuación transformada en b, así como otras 
ecuaciones que aparecen en el método de Horner, se muestran en el esquema siguiente: 


2) 1 0 0 — 4000 10000 
2 4 8 — 1984 
2 4 — 3992 20160000 
2 8 24 — 19769375 
4 12 — 3968000 3906250000 
2 12 14125 
6 2400 — 3953875 
2 425 16375 
30 2825 — 39375000080 
5) b 5 450 
85 3275 
5 475 
90 375088 
5 
95 
5 
1006 
0) A 


A esta altura comenzamos la contracción, cuyos sucesivos pasos están representados 
en el esquema siguiente: 


9) ł 3750  —393750000 3906250000 
9 33831 —3543445521 
3759  —393716169 362804479 
9 33912 —354311028 
3768 —393682257 8493451 
9 333 
9) 3777  —39367392 
1 333 
—39367558 
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Hasta este momento los decimales obtenidos son: 
0,25099. 


Los decimales restantes se determinarán por la divit ón de Fourier. Desde que el nú- 
mero obtenido en la columna 4 antes de la contracción, tiene 10 cifras, podemos contar 
con encontrar 10 — 5 = 5 cifras por contracción, y por ell> la división se llevará hasta 


tres cifras. El resultado es el siguiente: 
“3935755 
2157 


sls gla glë Bla sleale e 3 E 


Luego, la raís pedida es: 
0.25099215 , 


y solamente resta examinar con mayor detenimiento el grado de aproximación. Poniendo 
= 0,250 + Z 
T 10’ 
donde 0 < d < 10, se desprende que d satisface la ecuación 
0,0001 dt + d + 3750 d? — 393750000 d + 3906250000 = 0. 
En lugar de d sustituímos, en realidad, la raíz de de la ecuación 
dë + 3750 de? — 393750000 de + 3906250000 = 0. 
En la parte de contracción del proceso se encuentra que: 
e 
z Frua 0 1 , 
de =9+ 10 <e<10 
donde e satisface la ecuación 
0,001 e* + 37,77 e? — 39368225,7 e + 362304479 = 0, 


pero en lugar de e tomamos realmente la raíz es de la ecuación 


37 e? — 39368225 ee + 362804479 = 0, 
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Nuevamente: 


Í 
SI + 0<f<l10, 


y f satisface la ecuación 
0,37 f? — 3936755,7 f + 8493451 = 0, 
pero en lugar de f se toma la raíz fo de la ecuación 


— 3936755 fo + 8493451 = 0. 


Ahora tenemos 
fo 


=U, 99 A, 
x = 0,25099 + 105 + 
donde 
_ d—do e — ĉo dle f— fo 
108 105 105 * 


Los signos de las diferencias d — do, e — eo y f — fo no se conocen ahora con certeza 
y solamente podemos establecer que 


0,0001 
ja — a < x 10~ 
y 0,085 faoa 
e — e 
3 3,9 
Í | < s8 x 107 
So 3,9 
de donde 
0,0132 
JAI< X 1078 < 3,4 X 10715, 


, 


de manera que el error cometido por contracción puede afectar solamente el undécimo 
lugar decimal y la aproximación resulta mucho mejor que la sugerida por la regla rápida 
del Párrafo 3. Por la división de Fourier se encuentra que 


0,00000215747 < e < 0,00000215748 


y luego 
0,250992157413 < z < 0,250992157582. 


Tomando 
z = 0,2509921575, 


podemos estar seguros que el error no excede de 1071%, en valor absoluto. 


Problemas 


Examínense cuántas cifras más pueden hallarse por contracción, habiéndose deter- 
minado cuatro cifras significativas por el proceso regular de Horner. 


1. z — 3z +1 =0. Raíz entre 1 y 2. 
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2. 14—7x +7 =0. Raíz entre 1 y 1,5. 

3.62 —724+10x2+5=0 

4. —4zx+1=0. Raíz entre 1 y 2. 

5. 11-21 + r? —3 =0. Raíz positiva. 

6. r— r +2r—2r4+1=0. 

7. El método de iteración. — Quedan por considerar otros dos mé- 
todos que se usan a menudo para calcular las raíces: el método de ite- 
ración (también llamado método de aproximaciones sucesivas) y el 
método de Newton. Este último es una forma particular de iteración, 
por lo que es conveniente ver éste primero. La idea del método es muy 


general y puede aplicarse a una ecuación dada en varias formas. La 
ecuación propuesta puede escribirse: 


z=0 (x) , 
en una cantidad de maneras distintas. Supondremos conocido que en 
algún intervalo (a; 6) la ecuación tiene la raíz única -£ de manera que 
E=0(É) y a<E<b. 
Con respecto a la función 0 (x) supondremos al principio que es una 
función creciente de x en el intervalo (a;b) y que, además: 
a<80(a) ; db>0(b), 


a —8(a)<0 ; b—80(b) >0. 
Siendo É raíz única en el intervalo (a;b) se deduce que 
x—0(x)<0, 
sia sz<ķ, y 
x—0(x)>0, 


si <x <s b. Sea ahora xo un número arbitrario > a y < b. Tomándolo 
como primera aproximación de la raíz y calculando por sucesivas sus- 
tituciones 

zı = (£) ; z2=0() , z3 =0(2);... 


se genera una sucesión de números 
To , Tı , T2... 


Esta sucesión será creciente con todos sus términos < E si £o < Ẹ; 
y será decreciente, con todos sus términos > Ë si zo > E. Para demostrar 
estas afirmaciones, supóngase primero que Zo < E. Entonces: 


zı = 0 (20) > To Ó Tı > T9; 
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por otra parte: 
0 (E) > 0 (z0), 


porque (z) es una función creciente. Pero 


oE =E y 0(x0) =z, 
luego 
tı <Ë. 


Por repetición del mismo razonamiento, se demuestra que: 
Tz > Tı ; Ta <$. 
Supóngase ahora que zo > ¿. Entonces: 
21 = 0 (T0) < To Ó tı < To; 


y, por otra parte: 
5 = 0 (Ẹ) < 0 (20) = Tı 
o sea 
t>. 


Por repetición del mismo razonamiento se demuestra que 


E <T: < qı. 


La sucesión 
Zo ¡Zar ¡ma ;5... 


ya sea creciente o decreciente, necesariamente tiende a un límite, y este 
límite, suponiendo la continuidad de 0 (z), no puede ser otro que la 
raíz ¿ a la cual es posible aproximarse de esta manera en forma indefi- 
nida por ambos lados. 


Ejemplo 1. La ecuación 
*—2r—5=0 


tiene una raís entre 2 y 3. Puede ser escrita en la forma: 
3 


z=ẸyŅ2z+ = 0 (z), 


y todas las condiciones enumeradas anteriormente se satisfacen: 0 (z) es una función cre- 
ciente y 
0 (2) > 2; 6 (3) < 3. 


Tomando z, = 2 como primera aproximación y haciendo uso de tablas, calculamos 
la sucesión de aproximaciones a la raíz E, habiéndose tomado cada número escrito a con- 
tinuación, aproximado por defecto. 


zı = 2,08 z; = 2,09452 
T2 = 2,092 Ze = 2,094546 
zz = 2,0941 27 = 2,0945506 


Za = 2,0944 Zs = 2,0945513 . 
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Por otra parte, comenzando con Ze = 3, encontramos las siguientes aproximaciones, 
cada una ligeramente mayor que su verdadero valor: 

x= = 2,23 Z; = 2,09463 

t = 2,115 Te = 2,09457 

Za = 2,09777 z; = 2,094555 

zı = 2,09503 La = 2,0945520 

La = 2,0945516 . 
Luego: 
2,0945513 < E < 2,0945516, 


y así 
E = 2,094551, 


con seis decimales exactos. 


Ejemplo 2. Consideremos la ecuación trascendente 
2% =4x, 
que tiene una raíz entre 0 y 1. Cuando se escribe en la forma 
z=222, 
se cumplen todas las condiciones para la iteración. Comenzando con ze = 0 y usando 


tablas de logaritmos de cuatro decimales, encontramos la sucesión de aproximaciones 
crecientes, habiéndose tomado cada una aproximada por defecto: 


zı = 0,25 zı = 0,3088 

T2 = 0,29 Z; = 0,3096 

z: = 0,305 Z, = 0,3098 
z; = 0,3099 . 


Similarmente, podemos encontrar una sucesión de aproximaciones decrecientes camen- 
zando con zo = 1. Al comparar los resultados, encontramos que la raíz pedida es muy 
cercana a 


E > 0,3099. 
La última cifra, naturalmente, no es muy cierta, desde que todos los cálculos hau 
sido hechos con tablas de cuatro decimales. 
Una ecuación de la forma 
z =0(1) , 
que tiene una sola raíz entre a y b puede siempre resolverse por un pro- 


ceso conveniente de iteración si su derivada 0' (z) para a <z <b se 
mantiene en valor absoluto menor que un número fijo p < 1, es decir si 


10 (z)|<ẹ <1, 
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para a <x sb. En efecto, la misma ecuación puede escribirse en la 
forma equivalente 


z = o (2), 
donde 
sga x+0(x) , 
2 
Ahora 


1 +0 (x) 12? 


AOS 2 2 


para a sx <b y luego w(x) es una función creciente en el intervalo 
(a;b). Por otra parte, la derivada de f (1) = xr — w (x) es 

1-0 1 — 
E O E 


f (2) = 3 a 


>0, 


y siendo positiva, f (x) es una función creciente que toma el valor 0 
solamente una vez en el intervalo (a;b), es decir para z = €, siendo E 
la única raíz de la ecuación 


x = b (x), 
entre a y b. Por lo tanto 


f(a)<0 ; f(0)>0 
a < wla) ; b >w(b). 
Luego, la iteración aplicada a la ecuación 
z = w(z), 
convergerá, ya sea que comencemos con zo = a ó xo = b. En los pro- 
blemas se encontrarán más observaciones referentes. a la convergencia, 


Problemas 


1. Si [o (a) | <p <l para a £x S b, la ecuación z = (z) no puede tener más 
que una raíz entre a y b. Si se tiene tal raíz ¿ y zı = 6 (zo), mientras que a S zo S b, 
demostrar que 

|a — E| <olzo— El. 


SUGESTIÓN: zı — E = (To — E) O” (n), donde y está contenido entre ze y 5. 


2. Si z = 0 (x) tiene una raíz ¿ entre a y b, |®' (x)| <p <1 paraa £zx Sby las 
primeras dos aproximaciones 
lo y zı =0 (20) 


pertenecen a (a;b), entonces todas las aproximaciones subsiguientes q2, La, ... per- 
tenecerán a (a; b) y 
lta — E| < o” | zo—El. 
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Aún más, las aproximaciones serán alternativamente mayores y menores que E si 0’ (1)< 0 
en todo el intervalo (a; b). 
Calcúlese por iteración las raíces de las siguientes ecuaciones, con cuatro cifras de- 
cimalen: 
pa 2 
3. 11—21—2=0. Escríbase z =Y212+2 o z= 2 + — . ¿Cuál es la más 
z 


ventajosa? 
4. r? — 0 z — 5 = 0. Escríbase z = yo+. 
z 
1 

5. x8? —3 r? — 1 = 0. Escríbase x =3 +- 

z 

10 
6. 3 + 2? — 100 = 0. O A IR A A a 

Vi+1 2452342 


3 
— 1 
7. è? +2x+:x%—100 = 0. Escríbase z = Y 100 — z? — z ó x aa 
2+5x%+21 


Calcúlense con cinco cifras decimales las menores raíces positivas de las siguientes 
ecuaciones: 


341 
8. x? — 6x +1 =0. Escríbase r = E 

xa 1 
9. 11 — 3x +1 =0. Escríbase z = z 

2 3 rt 10 
10. 20 + zt + r? — 10x +2 = 0. Escríbase x = HZ 
x? 

AA T 12.  — z? — 10r +1 =0. 


* Cuando una raíz de una ecuación F (x) = 0 quede encerrada en un intervalo sufi- 
cientemente reducido (a; b) donde los valores extremos A y B de la derivada F” (x) no 
son muy diferentes, el proceso de iteración puede ser considerablemente acelerado escri- 
biendo la ecuación en la forma 

2 


ET A 


t=T 


El factor 2 (A + BJ! puede ser reemplazado ventajosamente por una buena aproxi- 
mación en términos pequeños obtenidos por medio de fracciones continuas. Aplíquese 
esta observación para calcular con cinco cifras decimales las raíces de las siguientes ecua- 


ciones: 


4 
* 13. —4x+1=0. Raíz entre 1 y 2. Hágase: 2=2 —10/7 (1 —Yaz—1). 


3 
* 14. 11 —4zr?—zr +3 = 0. Raíz entre 4 y 5. Hágase: z = £ —*%/g (2—y 4r +x-—3). 


10 
*15 z + 2? —100 =0. Hágase 2: 0(- 5) 
+1 
1—(1 +2. > E 1— (142% 
*16 x= men. Hágase E 
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1— (1 +o 14 ~ 
A ea a 


18. x = !/2 e7. Hágase z =x—*%/ (z —Ya2e?). 
19. x = e7. Hágase z = z — 1 (z — e7). 

20. z + 1 = 10. Hágase z = z — 1/7 (z + 1 — 107). 
21. x* = 100. Hágase z = x + 2 — zlog z. 


22. z = 1 — Yio sen z. 

z+1—senzx 
2 

24. z = cœ 7. Hágase x = z —*/5 (1 — cos z). 


23. r+s8senz=1. Hágase z = 


25. sen z = !/3 z. Póngase z = */2 + y y escríbase y = y — 3 (y + */2 — 2 cœ y ). 


26. x =tg zx. Menor raíz positiva. Hágase zt = x + arc tg zr. 
z +arctgl/x 


9 


eA 


27. ztgz = 1. Menor raíz positiva. Hágase z = 


8. Método de Newton. — El método de Newton para aproximar 
raíces puede ser considerado como una forma particular de iteración. 
La ecuación propuesta f(z) = O puede escribirse de la forma 


t=T? sd EE 
f (2) 
O sea 
x=0(x), 
con 
J (z) 
8 =x— 
SE > 


Para examinar en qué condiciones las sucesivas aproximaciones que 
parten de Zo ; 


zı = 0 (xo) ; ta =b(2) ; T3 = 0 (z2) ;... 


convergen, supondremos que: 
1. En el intervalo (a;b) la ecuación f (z) = 0 tiene una raíz. 


2. Ni f' (x) ni f” (z) se anulan en este intervalo. Calculando la de- 
rivada 0'(x) se encuentra 


ON. 
f(x) 
Desde que f’ (x) no cambia de signo entre a y b, la función f (z) o 
bien es creciente o bien decreciente; y como se anula para z = é, los 


valores extremos f (a) y f (b) deben ser de signos opuestos. Por otra. 
parte, el signo de f” (z) no cambia, de manera que f ’ (a) y f” (b) tienea 


0 (z) = 
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el mismo signo; por lo tanto: f (a) f” (a) y f (b).f” (b) tienen signos 
opuestos: uno de estos números es positivo y el otro es negativo. De 
los puntos extremos del intervalo (a; b) llamaremos « a aquel en el cual 
J(x) y f” (x) tienen el mismo signo, llamando f al otro extremo, de 
manera que 2 =q, B=0 si 


Ja). f” (a) >0 


ya=b, B=a si 
$ (0) . f” (b) >0. 


De la expresión de la derivada 0” (x) es evidente que cambia de signo 
solamente al pasar por x = £. En consecuencia, entre a y & el signo 
de 8' (x) es el mismo que para z = a, es decir, positivo por la elección 
de a. Ahora, si a = a, en el intervalo (a; ¿) la función 0 (z) es creciente, 
desde que su derivada es positiva y al mismo tiempo 


f (a) 
f (a) 


Nuevamente, si æ = b, ia función 0 (z) es creciente en el intervalo 


(5;D) y 


0 (a) —a = — 


a LD ei 
J (0) 


Aún más, 0 (zx) es continua en (a;b) de manera que las condiciones 
de convergencia de un proceso iterativo tal como se enumeran en el 
Párrafo 7 quedan cumplidas si comenzamos con la primera aproximación 
Xo = a. Las aproximaciones sucesivas 


19... 10 


pao > T Fl 


A = A — 


estarán todas del mismo lado de la raíz £, cada una más próxima a ella 
que la precedente, y convergerán hacia dicha raíz. Estas conclusiones 
se hacen intuitivas al considerar la cuya y = f (2). 

Como la segunda derivada y” no se anula en el intervalo (a;b) esta 
curva es cóncava hacia arriba o hacia abajo, de acuerdo a que y” > 0 
ó y” < 0. En las figuras (a), (b), (c) y (d) de la página siguiente, los 
puntos A y B del eje de las z tienen abscisas z = a y z = b. Para 
valores de x contenidos entre a y b la curva y = f (x) está representada 
por el arco PXQ que intersecta a y = 0 en el punto X cuya abscisa es 
OX = E. En el caso de las figuras (a) y (b), y e y” tienen el mismo sig- 
no en Q. La tangente en este punto está representada por la ecuación 


y — J b) = f (0) (z — b), 
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y corta a y = 0 en el punto T de abscisa 


or=¿- 10. 
J b) 

Nótese que T está del mismo lado de B con respecto a X, pero más 
próximo a X que B. En los casos de las figuras (c) y (d), y e y” tienen el 
mismo signo en P. La tangente en este punto está representada por la 
ecuación 


y — f (a) = f' (a) (z — a), 
y corta a y = 0 en el punto T de abscisa 


OT =a — 


f (a) 


(a) (b) 


(c) (d) 


Nuevamente, T está más próximo a X que 4 y está situado del mismo 
lado. Estas consideraciones intuitivas confirman las conclusiones pre- 
viamente alcanzadas y sugieren también la consideración del punto de 
intersección de la cuerda PQ con el eje z. Si este punto es U, está en el 
lado opuesto de T con respecto a X y más cercano a éste que A y B 
respectivamente. Como la ecuación de PQ es 


epa 2 a; 
b—a 


la abscisa del punto U será: 


ita te 


b—a) o E ta 
FJ (0) —f (a) f(a) — f (b) 
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y taraibién puede ser representada por 


Sẹ) 
=p PL ba). 
E TS 
La doble desigualdad 
a < <B 
a > >ĝ, 


según sea « = a ó g = b, da una estimación del error cometido al calcular 
la segunda aproximación de la raíz por el método de Newton. 

Si las cotas a, y $, están todavía muy separadas, el medio más prác- 
tico para seguir adelante es: sea a” la menor de estas cotas y b’ la mayor. 
Estúdiese la diferencia b’ —- a? y supóngase que la primera cifra decimal 
significativa ocupa el l-ésimo lugar. Entonces, reténgase en a’ y b’ sola- 
mente l? decimales. Sean a” y b” los números obtenidos de redondear 
a! y b' en esta forma. Evidentemente a” es menor que £, pero b” puede 
ser mayor o menor que este número. En consecuencia, determínase pri- 
mero por sustitución si b” es mayor que £ o no. En el primer caso hágase 
a = a”; bi = b”, y en el segundo caso, ar = b” ;b, = b” + 107. En- 
tonces el intervalo (as; bı) contiene a ¿. Partiendo de este intervalo 
hállense cotas más restringidas az, ĝz en la misma forma en que fueron 
determinadas «1, Bı a partir de (a;b). Entonces, con az, f2 repítase el 
procedimiento aplicado a «1, ĝi y continúese de esta manera mientras 
sea necesario para llegar al grado de aproximación deseado. Luego de 
unos pocos pasos de este tipo, la convergencia se hace muy rápida, 
pero no nos detendremos a estudiar este punto. 


Ejemplo 1. Calculemos por este método la raíz de la ecuación 
fz) =*—314+1=0, 
que está comprendida entre 1 y 2. La derivada 
f(x) =3%=3, 


se anula para x = 1, así que estrictamente hablando el intervalo (1; 2) no satisface las 
condiciones supuestas. Sin embargo, ya que 


IDY =-1 ; PA) =6, 


son de signos opuestos, tenemos que tomar « = 2 y observamos que en el intervalo (E; 2) 
la primera derivada no se anula. Con a = 2; B = 1, encontramos 


a =2—9=166+ ; ĝ=1,25, 


de manera que «a, y f, se redondean a 


1,6 y 1,2. 
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Al sustituir 1,6 se encuentra que 
f(16)= 0,296 ; f'(1,6) = 4,68 
f (1,2) = — 0,872 


0,296 9,872 
=1536— ; M= 12+ 04 = 1498 +. 


a: = 1,6 — 


, 


Estos números se redondean a 1,4" y 1,53 y al sustituir se encuentra 
J (1,53) = —0,008423 , 


de manera qug 1,53 es menor que la raíz. Por lo tanto, tomamos a, = 1,53; bı = 1,54 


y continuamos así: 
$ (1,54) = + 0,032264 ; f' (1,54) = 4,1148 


f (1,53) = — 0,008423 ; 
= 1,53207 +. 


1,54 — 226% L53216 — ; 1,53 + 
SGS? 411480 : ai 4 


Sin llevar las aproximaciones más adelante, podemos concluir que tomando: 


& = 1,5321. 


no cometemos un error que exceda en valor absoluto a 107*, El paso siguiente daría aproxi- 
madamente cerca de ocho decimales en la raíz. Por supuesto, el intervalo (1; 2) con el 
cual hemos comenzado es demasiado amplio y siempre es aconsejable encontrar por 
tanteo, como en el método de Horner, uno o dos decimales en la raíz. 


Ejemplo 2. Hallar aproximadamente la raíz de Ja ecuación 
z = 107. 
Si tomamos logaritmos decimales en ambos miembros esta ecuación se reemplaza por 
fu) =x+logzr=0, 


y por tanteos se encuentra que su raíz está contenida entre 0,3 y 0,4. Las derivadas 


M 
f (1) =14+— M = 0,434295 
T 
M 
P a =-——> 
a 


no se anulan en el intervalo (0,3; 0,4). Con la aproximación que permiten las tablas 
de logaritmos de seis decimales, se encuentra que 


Í10,3) = — 0,222879 ; f'(0,3) = 2,44765 
f (0,4) = + 0,002060. 
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Por ser la segunda derivada negativa, tomamos «a == 0,3; 8 = 0,4, y entonoes 


222879 
a = 0,3 + —_——=0,391 + ; 8 =0,4 — 


244765 = 0,3991 —. 


"224939. 
Estos números se redondean a 0,391 y 0,399. Probando 0,399 se encuentra que 
f (0,399) = — 0,000027 . 
Por consiguiente debemos tomar a, = 0,399; b, = 0,400. Luego: 
f (0,399) = — 0,000027 ; f' (0,399) = 2,08846 ; 
Í (0,400) = 4,002060 A 
a: = 0,399 + > = 0,3900129 + ; f= 0.400 — 2 X 10 = 0,399013 —. 
Por lo tanto, con la aproximación que puede lograrse con tablas de seis decimales, la 


raíz pedida es: 
E = 0,399013. 


Problemas 

Aplíquese el método de Newton a las ecuaciones: 
1. y—3X4+1=0, 2 9441327 =0. 
3. 2—71 +7 =0. 4. 4—4124+1=0, 
5. 27 = 4x. Hágase zlog 2 — log z — log 4 = 0. 

E 
6 2—enz =>. 7. zT? —log z =?/3. 
8. z = cœ. 9. x* = 1000. 


10. ¿Para qué ángulos centrales el arco de circunferencia es de longitud doble de la 
cuerda subtendida en el arco? 


11. Si el área de un sector de círculo está bisectada por su cuerda, ¿cuál es el ángulo 
al centro? 


12. Una cuerda determina un segmento igual a la tercera parte del área del círculo; 
¿cuál es el ángulo al centro subtendido por la cuerda? 


13. Un tronco cilíndrico de madera de peso especírico ?/3 flota en el agua. ¿A qué pro- 
fundidad se hunde? 


* 14. Determínese el menor número «a tal que la desigualdad 
1 
PRD 


— l+ 
se cumpla para todo z positivo. 


* 15. Escribiendo una ecuación f (z) = 0 en la forma 
f(x) 
Vf (2) 


=0, 
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y aplicando el método de Newton, se obtiene la siguiente fórmula para la segunda aproxi- 
mación: 
os HORAE l 
F a} — Yaf (2) f” (1) 

Demuéstrese que la derivada del segundo miembro es siempre positiva si f (1) tiene 
sólo raíces reales. Por lo tanto, demuéstrese que la iteración siempre converge indepen- 
dientemente de cómo se elija la primera aproximación. Si la primera aproximación se 
elige entre dos raíces consecutivas a y $ de la derivada f' (x), la iteración converge y 
muy rápidamente a la raíz de f(z) = O que queda entre a y f. Examínese la cuestión 
de Ja rapidez de la convergencia en la proximidad de la raíz. Aplíquese este método 
a los ejemplos: 


(A) 3—32X4+41=0 ; b 3 —7x+7 =0. 


¿Qué proceso de iteración resulta en el caso de una ecuación z” —a = 0? 


CAPITULO IX 


DETERMINANTES Y MATRICES 


1. Determinantes de segundo orden. — Las expresiones conocidas 
como determinantes tiene su origen natural en la resolución de sistemas 
de ecuaciones lineales con dos o más incógnitas. Supongamos que tene- 
mos que resolver el sistema de dos ecuariones 


az+by=Cc 
[1] 


C2 


ax + bzy 


con incógnitas x e y. Para ello podemos tratar de combinar estas ecua- 
ciones para eliminar y ó x: Para eliminar y, las ecuaciones [1] se multi- 
plican, respectivamente, por b: y — b, y se suman los resultados; usando 
como factores — az y 4, y sumando se eliminará x. Las ecuaciones, una 


~ 


sólo en x y otra sólo en y, obtenidas de esta manera, son: 


(a bz — (a bı) T=C bz -— Co bı 
[2] 
(ar bz — A bı) Y = C2 041 — Cı a2. 

Por la manera en que se obtuvieron las ecuaciones [2] se satisfacen 
para los valores x, y que satisfacen al sistema [1], de modo que todas 
las soluciones de este sistema se encuentran entre las soluciones del 
sistema [2]. Notemos ahora que en ambas ecuaciones [2] x e y tienen el 
mismo coeficiente 

ar ba — de bi 


y, si este coeficiente no es cero, los únicos valores de x e y que satisfacen 
las ecuaciones [2] son 


C1 bz — Ca bi A C2 41 — Cy Q2 
z = ————= ; y = _—_—_— [3] 

a1 b2 — Q2 bi Qı ba — @bı 
Por lo tanto, si ésos son los únicos valores de las incógnitas que pueden 
satisfacer al sistema original [1], puede verificarse por sustitución que 
x e y en la forma dada por [3] satisfacen también a las ecuaciones [1]. 
Examinando las expresiones [3] notamos que z e y aparecen como frac- 

ciones con denominador común 


a ba — a? b È 
201 
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Esta expresión se llama determinante del sistema [1] y se indica con 


el símbolo 


a1 bi 
= ar bz — a2bd,. 


a2 bo 


Examinando los numeradores de las fórmulas [3] se ve inmediata- 
mente que también son determinantes 


C1 bi 
= C1bda — &b: ; 


Ca ba 


En consecuencia, e y quedan expresados como cocientes de los de- 
terminantes 


| C1 bi | 01 Ci 

o [Co de _ (4 C | 

g p bi Y ar bii [s] 
a: bz az bz | 


En el determinante 
a1 4 


da da 


, a b 

tenemos dos filas a, bı y az be y dos columnas $ y . ; Qu bi, ar, br 
A 2 

se llaman elementos del determinante. Los determinantes de los nume- 


radores se obtienen reemplazando en 
01 bı | 


da ba 


los elementos de la primera y segunda columnas por cı y Ca, respecti- 
vamente. 

Por medio de las fórmulas [41, las soluciones del sistema dado pueden 
ser calculadas fácilmente siempre que el determinante de este sistema 
no sea cero. Los casos que pueden presentarse cuando este determi- 
nante es cero se examinarán más adelante al referirnos a la resolución 
general de los sistemas de cuaciones lineales con cualquier número de 
incógnitas. 


Ejemplo 1. Si queremos resolver el sistema 
7T2i-3y=1 ; 6x+5y =3, 
aplicando las fórmulas (4), calculamos los determinantes: 


7 —3 1 —3 7 1 


= 53; = 14; = 15 


6 5 3 5 
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y dividiendo los dos últimos por el primero, hallamos: 


14 15 
r= — ; = —. 
53 A 
Problemas 
Resolver por determinantes 
1i. 6z +2y = 25, 2. 5z— 3y =1, 
7z +3y = 20. 4x+7y =5. 

3. 10r— 7y=1, 4. 211+13y =1, 
15: —1ly =2. 514 3y=1. 
5.ar+(a+1 1 A E 
. ax + (a =1, . =24, 

y a+b a—b 
az+(at—1iy=a. z—y=4ab. 
7. =— =], 8. 3z — 4y = 2 Try, 


41—5y=3xy. 


2. Polinomios con varias variables. — Considerando las letras 
41, bi, az, b2 como indeterminadas o variables, vemos que el determi- 
nante 


Qı bi 
= 41 bz — a: bi, 


az 2 


es una función racional entera o un polinomio de cuatro variables a,, 
bi, Aa, ba. 

No sólo en la discusión de los determinantes sino también más ade- 
lante, tendremos ocasión de tratar con funciones racionales enteras o 
polinomios de varias variables, y es necesario explicar qué significado 
se da a estos términos. Siendo las letras x, y, 2,... variables o indeter- 
minadas, una expresión de la forma 


A zys... 
donde A es una constante numérica y los exponentes a, 8, y, ... son 
enteros positivos, se llama monomio de variables zx, y, z, ..., siendo 4 


su coeficiente. Monomios semejantes son aquellos en que los exponentes 
de las mismas letras son iguales. Una expresión que consta de varios 
monomios vinculados entre sí por los signos + ó — se llama función 
racional entera de variables x, y, z, ... o polinomio en 2, y, 2, ..., mien- 
tras que los monomios que lo componen se llaman términos. Todo poli- 
nomio puede escribirse de modo que los monomios que lo constituven 
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no sean semejantes; tal forma puede llamarse forma reducida. En los 
ejemplos siguientes: 


z—2y ; tyty ; #— ryt? —y+tl, 


tenemos polinomios de dos variables presentados en forma reducida.. 
Las expresiones 


E HPH Gry ; Pyryrrdz ; 2eyet+retytz, 


son polinomios de tres variables, y en la misma forma pueden escribirse 
ejemplos de polinomios de cuatro o más variables. Dos polinomios con 
las mismas variables se consideran iguales si, presentados en forma re- 
ducida, sus términos semejantes son idénticos. Nótese que escribiendo 
términos con coeficiente cero, o por el contrario, eliminando éstos, el 
polinomio no cambia. Un polinomio es idénticamente nulo si los coefi- 
cientes de todos sus términos son cero. Se consideran conocidas de 
los cursos elementales de álgebra la suma, resta y multiplicación de 
polinomios. Los polinomios de varias variables se clasifican de acuerdo 
a su grado. La suma de los exponentes de las variables en un monomio 
constituye el grado. El grado máximc de los monomios que componen 
un polimonio que no sea idénticamente nulo es el grado del polinomio. 
Así los polinomios 


ej+rryo3d yal) eya ay — e + y, 


son, respectivamente, de tercero y cuarto grado. Un polinomio se llama 
homogéneo de grado m si todos los momentos que lo constituyen tienen 
el mismo grado m. Así, los polinomios 


z +2y—3z AZAR ; PYP +r +z — 3 tyz, 


son polinomios homogéneos de primero, segundo y cuarto grados. 

Los polinomios homogéneos son llamados a menudo expresiones. Las 
expresiones de primer grado se llaman expresiones lineales; las de se- 
gundo, tercero,... se llaman expresiones cuadráticas, cúbicas, etc. La 
expresión lineal general de variables, 2, Y, 2, ..., v es 


az + by + cet... +w; 


donde a, b, c, ..., l son constantes. A menudo, al operar con funciones: 
racionales enteras de varias variables, se presta especial atención a algu- 
nas de estas variables, por ejemplo: z, y, ...,t y la función se escribe 
como un polinomio en z, y, ...,t cuyos coeficientes son polinomios. 
en las restantes variables. También aquí podemos hablar del grado de 
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osta función con respecto a las variables elegidas, o del grado general 
si es homogéneo. Así, la función racional entera en cuatro variables 

zz + yt, 


es lineal y homogénea con respecto a zx, y y también lo es con respecto 
a z, t. Del mismo modo 


zzry +Ë +(24+08y, 
es homogénea de segundo grado con respecto a x, y; escribiendo la misma 
expresión en la forma 

y? + (02 + y) +t ry, 


podemos decir que es de segundo grado en z, t, pero no homogénea. 


Problemas 
1. ¿Cuáles son los grados de los siguientes polinomios? 
(a) zyz + ry +yli. (b) By + y?z + 6zr?y?z. 
(c) (2 z? + zy) (5 — 1) + r2? y. (d) (2 — ry) r — 7 zz. 
2. ¿Cuáles de los siguientes polinomios son homogéneos y cuáles no lo son? 
(a) 23 + y? — 3 ryz. (b) 3 + y3 + ry — 3 29. 
(c) rt — 6 rty? +z — 2r yt. (d) è +y +z — 3 xyz. 


3. Demostrar que un polinomio en z, y, z es divisible por (x — y) (z — 2) (y —- 4) 
si se anula para z = y, £ = z, y = 2. 


4. Hallar un polinomio homogéneo de cuarto grado en las variables z, y, z que se anule 
para z = y, £ =2, y =z y tome valores 1, 2, 3, respectivamente, para 


r=—l, y= 1 z= 0, 
r= l, y=—1l, z= 0, 
z= 0, y= l, z= —!. 


5. Demostrar que z? + y? + 22 — 3 ryz tiene un factor z+ y +z y ballar el otro 
factor. Demostrar que este factor no puede anularse para valores reales de z, y, z excep- 
to cuando r = y = 2. 


3. Propiedades características de los determinantes de segundo 
orden. — Volviendo al determinante 


a b 
= 41 da —asb,, 


a2 bz 


se advierte a primera vista que es una función de las variables a, bı, 
az bz y tiene las siguientes propiedades: 
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1. Ordenadas las variables en un cuadro 
Es 
a2 ba 
llamado matriz, el determinante es una función lineal homogénea de 
los elementos de cada fila de esta matriz. 


2. El determinante se anula si dos filas son idénticas. 
3. Para la matriz especial 
1 0 
(o ,) 


el determinante toma el valor 1. 

Veremos ahora que con estas propiedades queda totalmente caracte- 
rizado el determinante de segundo orden. 

Establezcamos ahora el problema más genera! de hallar todas las 
funciones racionales enteras de cuatro elementos de una matriz 


(o bi 
az A) 
que poseen las dos propiedades siguientes: 


1. Son funciones lineales homogéneas de los clementos de cada fila. 

2. Se anulan si dos filas de la matriz son idénticas. 

Por la primera propiedad la función que buscamos debe ser de la 
forma: 


Aa, + Bb, = F (as, bi, az, ba), 
y A y B son, a su vez, expresiones lineales y homogéneas en az, by: 
A = Cia + Caba B = Dia: + Dzb:, 
de modo que 


F (ai, bi, 02, ba) = (Cia: + C2b2) ar + (Diaz + Da bo) bi, [1] 


de coeficientes Ci, C2; Dı, D2 independientes de a;, bi; az, ba. Reempla- 
zando a, bi; az, b2, respectivamente, por a, + as; bı + be; az + as da + bi, 
tendremos, por la segunda propiedad 


F(a +a, b +b, a +a, btb) =0, 
porque dos filas de la matriz 


ot a) 
a +a bz +b á 
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son idénticas. Por otra parte, por ser F una función lineal homogénea 
con respecto a los dos primeros argumentos, tenemos que: 

Fla +0 , bi t b: , aa +01, b +b) = 
= F (a, bı, a2 + 01, ba + d1) + F (as, da, a2 + 01, de + bi). 
Teniendo en cuenta que F también es lineal y homogénea con res- 
pecto a los dos últimos argumentos, tenemos: 
F (ax, bi, az + 41, da + b1) = F (ar, di, a2, b2) + F (as, bi, ar, bi) 
F (az, bz, Aa + 01, da + b1) = F (az, bo, a2, da) + F (as, bo, ar, bi). 


Pero, aplicando nuevamente la segunda propiedad 
F (a1,b1,41,b1) = 0 ; F(a, ba, az, ba) = 0, 
en consecuencia 
F (a, bi, 42 + 01, b2 + b1) = F (as, bi, a2, ba) 
F (az, bz, a2 + 41, da + b1) = F (az, bz, ar, bi) 


y 
F (ar, bı, 02, ba) + F (az, ba, 01, bı) =z 


= F (m + 02, bi + bz, az + 01, bz + bi) = 0, 
o sea 
F (a1, bi, a2, b2) = — F (az, be, ar, bi) [2] 
Esto significa que F cambia de signo cuando dos filas de la matriz 
de la que depende se intercambian. Por [1] 
F (a, bi, a2, ba) = (Cias + C2b2) as + (Dia: + Deba) bi, 
F (az, da, 41, b1) = (Ciar + Cab) az + (Diar + Dzb1) bz, 
que combinadas con [2] conducen a la identidad: 
(Ci az + Czb2) a + (Diaz + Diz ba) bi =- 
= — (Cia + Cobi) az — (Diar + Dzby) bz, 


y de esta identidad se desprende que: 
(1=0, D:=0, Q= —D. 
Sustituyendo Cı = 0, Ds =0, C2 =C, Dı = —C en la expresión 
de F tendremos 


F (a, bi, a2, dba) = C (arba — azb) = C 
da da 


aj | 
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y en consecuencia todas las funciones de la matriz 
(a n) 
az ba 
que satisfacen las propiedades 1 y 2 difieren del determinante 


1 bı 
02 bz 


sólo por un factor independiente de las variables ay, bı; az, b2. En par- 
ticular, si además de las condiciones 1 y 2 la función que buscamos 
toma el valor 1 para la matriz especial 


1 0 
(o L) 
será idéntica con el determinante antes mencionado. 

Todas las propiedades de los determinantes de segundo orden se 
deducen fácilmente si los consideramos como funciones de una matriz 
que satisfaga las propiedades características 1, 2 y 3. Más adelante 
discutiremos desde el mismo punto de vista las propiedades de los de- 
terminantes en general, y aquí ncs limitaremos a demostrar cómo puede 
establecerse fácilmente el teorema de multiplicación para determinantes 


de segundo orden. 
Sean dos determinantes: 


C1 di 
Ce d: 


Sumando los productos de los elementos de cada una de las filas de 
D, por los elementos correspondientes de las columnas de D», formamos 
un nuevo determinante 


0101 + bic adı + bi da 
a2C1 + baC2 azdı + be da 


D= 


El teorema de multiplicación de determinantes establece que: 


D > Dı. D2. 


Para demostrar este teorema consideremos a, b1; az, bz como variables. 
Entonces D es una función lineal de la matriz 


les a) 
as bz 
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homogénea en los elementos de cada fila, que se anula cuando dos filas 
son idénticas. En consecuencia 


D=C 


ar bi 
02 be 


donde C no depende de las variables ai, b,; az, be. Para la matriz 


(5) 


D se reduce al determinante 


ĉi dı n D: 
Ca de 
y ey Al se hace als 
a? da 1 
Por lo tanto: 
C =D; 
y 
D = D, D: , 
como deseábamos demostrar. 
Problemas 


1. Verificar las siguientes propiedades de los determinantes: 


ate b a b e b 
(a) = ` 
c+f d c d f d 
ate b+g a b e b a g e g 
(5) = + ; 
c+f d+h c d f d c h S R 
2. Verificar la identidad: 
aa+bg+ey ad'+bB' tey 
a' a + y B + cx a' al + b' g + Cc! Y 
a b a B a c a y b c g r 
k a! b' x g a! ce! al Y y e g’ Y 


Hágase uso de las identidades del Problema 1. 
3. Deducir del Problema 2 que: 


(z? + y? + 2?) (1? + y” + 2/2) = (zz + yy’ + zz’) + 
+ (zy — z'y) + (22 — Y 2) + (ya — y 2X. 
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4. ¿Qué identidad similar a la del Problema 2 puede hallarse para el siguiente deter- 
nante? 


az +b34cyr+d3 a d+be+ey+d3 
atb Bbtcertds d HbF Heyt 


5. Demostrar que: 


P+1Q —R++is 
R+iS P—iQ 


z+iy —2 + x' — iy z — it 


z+it z — îy —z' — i xi + iy’ 


donde 
P = rr + yy +22 +81 ; Q= — ry + yr + 4 —tz, 
R = — zz? + yt — zr — ty ; S = — at + yz —2y' + tr. 
Dedúzcase, de allí, la identidad de Euler: 
(m Hy He He) (0 + y 422402) = (10 + yy +22 +8 Y + 
+ (zy — yr — el + 12) + (zz — yl! + 22 + ty)? + (21! — yz! + ey’ — tx"), 
4. Los determinantes como funciones de las matrices. — Como 


hemos visto, los determinantes de segundo orden pueden ser expre- 
sados como funciones de matrices de la forma 


a1 bı ) 
do bz 
que poseen ciertas propiedades características. Nada nos impide genera- 


lizar estas consideraciones. En lugar de una matriz de cuatro elementos 
podemos considerar una matriz de n? elementos 


ar bi Ci ses A 
a2 bz Ca lo 
Gn Da Cn lan 


ordenados en n filas y n columnas, y buscar todas las funciones racionales 
enteras de los n? elementos de esta matriz, considerados como variables, 
que poseen las tres propiedades siguientes: 


1. Son funciones lineales homogéneas de los elementos de cada fila 
de la matriz. 

2. Se anulan idénticamente si dos filas de la matriz son idénticas. 

3. Toman el valor 1 para la matriz especial 


1 0 0...0 
0 1 0...0 
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cuyos elementos son todos ceros excepto los de la diagonal principal, 
que son iguales a 1. 

Veremos que existe una sola función racional entera que satisface 
estas exigencias, y esta función se llama determinante de n? elementos 
o de orden enésimo, y se lo representa con el sírabolo 


a1 bi Clas l 
a2 da Ca la 
An Un Ca la 


5. Determinantes de tercer orden. — El método para la solución 
del problema general enunciado en el párrafo 4 se entenderá mejor si 
consideramos primero el caso particular de n = 3. Será conveniente adop- 
tar una notación especial para los elementos de la matriz. En lugar de 
usar letras e índices diferentes para distinguir elementos y filas dis- 
tintos, usaremos la misma letra con dos índices, por ejemplo: a;;, indi- 
cando el primer índice el número de la fila (de arriba hacia abajo) y 
el segundo índice el número de la columna (de izquierda a derecha) 
en que se encuentra la letra. Así, en el caso de n = 3 la matriz será: 


Qu Qi 0x3 
02 Ax 42 
Q31 Qi (3 
Las filas de esta matriz se designarán con las letras R;, R», R3 y un 
símbolo tal como Rı + Rə: representará una fila compuesta de los ele- 
mentos 
Au + 421 ; Q2 + az ; an + az. 
Designaremos con el símbolo 
F (Ri, Ra, Ra), 
la función de los nueve elementos aş (i,j = 1,2,3) que satisface las 
condiciones 1, 2 y 3 del párrafo 4. Partiendo de la propiedad 1 y 2 puede 


demostrarse que esta función cambia su signo si dos filas R se intercam- 
bian de modo que 


F (Re, Ri, Rs) = — F (Ri, Ra, Ry) 
F (Ra, Ra, Ri) = — F (Ri, Ro, R3) [1] 
F (Rs, Rs, Ra) == F (Ri. Rs, Ry) 


Siendo la demostración la misma en todos los casos, basta probar 
la primera de estas identidades. Consideremos la función 


F (Rı + R: , R: + R: , R3). 
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Por ser F una función lineal y homogénea de los elementos de la pri- 
mera fila de la matriz, tenemos: 


F(R, + R: , Re+ Ri , Rs) = F(R, , Ra + Ri , Rs) + 
+ F(R: , Ra + Ri , Ro). 


Además, siendo F lineal y homogénea con respecto a los elementos 
de la segunda fila, tenemos: 


F (Rı, Ra + Ri, Rs) = F(R, Rz, Ra) + F (Ri Ri, Rs) 
F (Rz, Re + Ri, R3) = F (Ra, Ra, Ri) + F (Ra, Ri, Rs) 


y 


y 


F (R, + Ra, R: + R,, R3) = F (Ry, Ra, R3) + F (Rs, Ry, Ra) + 
+ F (Ri, 21, Ra) + F (Ra, Rs, Ry). 


Por la segunda propiedad, F se anula cuando dos filas son idénticas, 
por lo tanto: 
F (Ri + Ra, R: + R,, Rs) =0, F (Rı, Rı, Ry) = 0, 
F (Rz, Ra, Ra) = 0. 


Debido a ésto, las identidades precedentes se reducen a: 
0 = F(R,, Ra, Ra) + F (Ra, Ri, Ry) 
F (Ra, Ri, Ry) = —F (Ra, Ra, R3) , 


como deseábamos demostrar. 

Además, siendo F lineal y homogénea con respecto a los elementos de 
cada una de las filas R,, Rz, Rs estará constituída sólo por términos de 
la forma 


Áa, B, y Zla Arg Azy, 


donde Aa g, y es independiente de los elementos a; y donde los índices 
%, B, y pueden tomar los valores 1, 2, 3. Usando el signo de sumatoria, 
F puede escribirse así: 


F = XA. 0y Gla A28 Asy, 


y queda por ver qué otras condiciones deben reunir los coeficientes 
Aab y para que se cumpla la condición 2. La condición 1 se satisface 
independientemente de los valores de estos coeficientes. Las identida- 
des [l] se desprenden de la condición 2 y, recíprocamente, la satisfacen. 
Basta, por lo tanto, que: 


F (Ri, Rz, Ra) = E Aa, 8, y Gla Q28 Agr, 
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satisfaga las identidades [1]. Ahora: 
F (Ra, Ri, R3) = E Au, 6, y Aza Gig Mor, 


-o bien, poniendo «a en lugar de $ y f en lugar de «, lo que puede hacerse 
puesto que « y B toman los mismos valores: 


F (Ra, Ri, Rs) = E Ag,a,y Qia 02g Asy - 
Aquí también «a, f, y estáa comprendidos entre los valores 1, 2, 3. 
Así: 


E Ab, ay Ca 028 Asy = — E Aa, 8, y Qia Q28 Qsy , 


y esta identidad implica que: 


Abay = — AÅabr [2a] 
En la misma forma 

Arta = — Áa pys [2b] 

Aaye = —ÁAabr- [2 c] 


Si dos de los índices «, 8, y son iguales, el coeficiente correspondiente 
será cero. Porque si, por ejemplo, « = ĝ, tenemos por [2a] 


p PES ES Acer . 


Es decir: Au, a, y = 0. 

Por lo tanto, en la expresión de F sólo aparecen los términos corres- 
pondientes a distintos valores de a, f, y; a By debe ser una de las seis 
permutaciones de ios números 1, 2, 3. Estas seis permutaciones son 


123 213 
231 321 
312 132 


y, por [2a], [2b] y [2c] entre los coeficientes correspondientes existen 
las siguientes relaciones: 


An1u3= — Ái; 4Aa31=—4A2m13= Árna 335 
A321= — A31= — Ån; Áz 2 = — Åz z1 = Ára; 
A132= — Ái, 2,3, 


de modo que los cinco coeficientes pueden ser expresados por el sexto. 
Haciendo, para abreviar: 


Ár =C, 
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tendremos: 
Ava = Ånga = 4312 C, 
As, 113 Axa 1 = As, 32 = —íC, 
o R 
F=C (an Q22 Q33 + Qi Q23 A31 F Ars Oz; A33 — Gra A2 az — Qis An gr — 
— Qu az Gg2) . 


Tal es la expresión general de las funciones que satisfacen las condi- 
ciones 1 y 2. Si, además, F toma el valor 1 para la matriz particular 


100 
o 1.0], 
0.0 1 


considerando que la expresión por la que está multiplicado C' toma el 
valor 1 para esta matriz, es evidente que C = 1. En consecuencia, 
existe sólo una función racional entera de nueve elementos as, que 
satisface las condiciones 1, 2 y 3, que es: 


Qiu Qr G33 + Gn Gzs Gsi + Grs Un Gss — Grs Oz (33 — Qis An Gn — An An 032. 


Esta expresión se llama determinante de nueve elementos o d2 tercer 
orden y se representa por el símbolo 


Gn Gr Gx 
an An Az 


Ca az Ugg 


No desarrollaremos aquí las propiedades del determinante de terces 
orden, pero es muy fácil estudiarlos en el caso general de determinanter 
de cualquier orden. Nos concretaremos a dar una regla mnemotécnica 
para la formación de los términos del determinante de tercer orden, 
que vale sólo en este caso particular. Para escribir los seis términos del 
determinante 


ai bı C1 
az ba Ca 
qa3 bs C3 


formamos una tabla 
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y tomamos los productos de los elementos de las diagonales descen- 
dentes con signo + y los de las ascendentes con signo —. El conjunto 
de los seis términos así obtenidos: 


dı ba cs + bi C2 aa + C1 2 b3 — as da c1 — ba C2 Gi — C3 Qa ba, 


será el determinante 


ar bi ĉi 
a bi c: 
az bi C3 


Por ejemplo, el valor del determinante 


123 
3 1 2 
6 4 5 


hallado por esta regla es: 
5 + 24 + 36 — 18 —8 — 30 = 9. 


Problemas 
Las siguientes propiedades valen para los determinantes de cualquier orden y serán 
comprobadas más adelante de manera general. Para determinantes de tercer orden pueden 
ser verificadas fácilmente. 


1. Domostrar que: 


a; bi ĉi Qi A2 Ez 
az bz ezf = | bi bz b: 
Ga ba ca C1 Cz C3 


¿Cómo puede expresarse en palabras esta propiedad? 


2. Demostrar que: 


ma mb me a dat 
naz: nbe nc|= mnp |ar bc 
pa» pb; pt a ba 
y que 
¡ma nb pcs a b a 


más nb, pe| = mnp |a b: ej. 


ma, nb: pes Gs b G 
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3. De acuerdo a lo establecido en los Problema: 1 y 2, demostrar que: 
0 a b 
—a 0 ce] =0. 


—b =—c 0 
4. Demostrar que 
atd b c a b a d bh a 
az +d: ba ca] = |a ba co] + |d: b cz 
as +t d: ba ca as di c di bi c 


¿Cuáles son los resultados correspondientes si la primera columna se deja invariable 
pero bi, ba, bs (Ó c, cz, cs) se reemplazan por bi + di, be + de, ba + ds (6 ci + di, co + de, 
cs + d3)? ¿Existe una propiedad similar con respecto a las filas? 


5. Demostrar que un determinante de tercer orden no varía si a los elementos de una 
fila (o columna) cualquiera se le suman los elementos de otra fila (o columna) multi- 
plicados por un factor arbitrario. 


6. Demostrar que 


(a) |1 2 3 (b) 1 2 3 
2 3 4|=0. 3 4 5] =Q. 
3.4 5 5567 


7. Demostrar que 


(a) [1 1 1 1 0 0 1 0 0 
3 4 2|=]3 1 —1|=|8 —3 0 
516 5 —4 1 5 —4 1 
(©) |1 6 7 16 2 —3 0 0 1 0 0 


8. Demostrar que 


9. Demostrar que 


l a a l a 0 


o 
> 
1i 


(b —a) (c—a)|O 1 b 


lec 0 1 c 
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10. Un determinante puede desarrollarse por los elementos de una fila o columna 
cualquiera. Por ejemplo 


a1 bi C1 

ba cz 4 c: az b: 
az ba ca = 41 — b +c 

bs C3 a: Cs ay bi 
Ga bs c 
a b ca 

Q2 C ar Cr t Ci 
a bz c|=-—b, + db: — b; 

a3 C3 a3 C3 a? C 
as b3 c 


En estos desarrollos los elementos de una fila o columna están multiplicados por de- 
terminantes de orden 2 tomados con signo + ó —, que se obtienen eliminando la fila 
y la columna a las que pertenece el elemento que se considera. Hallar una regla para 
determinar cuándo se usa un signo + y cuándo —. Estos desarrollos disminuyen rápi- 
damente el orden de un determinante en el que todos los elementos menos uno en una 
fila o una columna son ceros. 


11. Utilícese el método indicado en el Problema 10 para hallar el valor numérico de 
los determinantes (a) y (b) del problema 7. 


12. Demostrar que 
(a) la e 


1 è B| =(c—a)(e—-bd(b—a). 


(0) |l a a 
1 b b| = (c—a)(c—b) (b—a) (a +b+c). 
lc ce? 


13. Hallar el valor numérico de los determinantes 


(a) |2 10 7 (db) J0 5 4 
5 3 ij. 8 1 7 
7 24 6 12 14 
14. Demostrar que 
za b 
—a zxc|=x(40*+b?4€?. 
>bh—oz 


6 Permutaciones pares e impares. — Para explicar un determi- 
nante de orden superior, el procedimiento a usar es totalmente análogo 
al empleado en el caso de determinantes de tercer orden, excepto que 
será necesario expresar algunas propiedades de las permutaciones, que 
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en ese caso particular no eran tan necesarias como lo son en el caso 
general. Sean los números 1, 2, 3, ...,n escritos en orden creciente 


123...n. 
Este se llamará orden natural. Colocando estos enteros de modo que 


el primer lugar sea ocupado por tı, el segundo por ti, el tercero por ta, 
etc., tenemos una permutación 


AE E ins 
Así 
651 3 4 2, 


es una permutación de seis números 1, 2, 3, 4, 5, 6. El número de per- 
mutaciones de n números es: 


1.2.3...n =n! 
Luego, el número de las permutaciones de 2, 3, 4, 5, 6, 7 números 
es, respectivamente: 
2l= 2;3! 
5! = 120 ; 6! 


6;4l= 24; 
720 ; 7! 


il 
2 
© 


Intercambiando en una permutación 
tı la ess la la+1 aa Tg ds ins 


dos elementos ja e tę y dejando los otros elementos en sus lugares, pa- 
samos a otra permutación 


RT PA T 


que resulta de la anterior por una transposición de í, e tg. 
Toda permutación puede obtenerse de la permutación 


123...0n, 

en la que los elementos están colocados en orden natural, por una serie 
de sucesivas transposiciones. Por ejemplo, la permutación 

7683514 2 
puede obtenerse de 

1 2 3 4 56 7 8, 
realizando sucesivamente las siguientes transposiciones: (a) 1 y 6; (b) 
2 y 8; (c) 3 y 4; (d) 4 y 7; (e) 6 y 8; (f) 7 y 8. También puede obte- 


nerse por otra serie de transposiciones: (a) 1 y 4; (b) 1 y 7; (c) 2 y8; 
(d) 3 y 8; (e) 6 y 1;(0 6 y 4; (g) 6 y 7; (h) 6 y 3. 
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En general hay una infinita variedad de formas de pasar de una per- 
mutación a otra por una serie de sucesivas transposiciones. Pero es im- 
portante establecer que el número de trarsposiciones usado para ello 
es siempre par o impar, no importa qué transposiciones se empleen. 
La prueba de este hecho puede basarse en la noción de inversión. Si en 
una permutación 


E A 


un elemento ia es seguido por un elemento menor, decimos que hay 
una inversión relativa a 1, y a ese elemento. El número de elementos 
que siguen a ta y que son menores que él, da el número total de in- 
versiones relativas a i.. El número de inversiones relativo a todos los 
elementos de una permutación puede llamarse el índice I de esa permu- 
tación. El índice es un número completamente determinado por la 
permutación. Considerando, por ejemplo, la permutación 


76853142, 


contamos 
Número de inversiones relativas a 


w ONNA 
Ha m O O OOO O N 


El índice de la permutación es, por lo tanto: 
I=6+5+5+2+3+0+ 1 = 22. 


LEMA: Si en una permutación 
l1 da... la, 
dos elementos i. e iz se transponen, el índice varía en un número impar. 
DEMOSTRACION: Supongamos primero que tę siga inmediatamente a 


ia de modo que ĝ = a + 1. A} contar el número de inversiones es con- 
veniente dividir la permutación en tres partes: 


11 le é. Tal ; la la+1 ; la+2 ... ln. 


Sea 4 el número de inversiones relativo a la primera parte, y Bel 
relativo a la tercera parte, siendo P y Q los números de inversiones 
relativos a fa € day1. Entonces: 


I=A+B+P+Q. 
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Luego de transponer 2, € 2,41 tenemos otra permutación, que está a su 
vez dividida en tres secciones: 


4 Yo... Tal ; ta+1l la ; la+2 a la. 


Su índice T’, llamando P’ y Q’ los números de inversiones relativos a 
la+1 € la, eS: 
IT=A+B+P'+Q” 


Sean M y N los números de elementos de la sección 
la+ +.» ln, 
respectivamente menores que ŭa € ?.+1. Entonces: 
P=M:;0Q=N, 
en caso de que îe < la+1, y 
P=M+1;Q=N, 
en caso de que tia > Zay1. Similarmente 
P=N+1;0Q0'=M, 
en caso de que la < la+1, y 
P=N;Q'=M, 
en caso de que ta > la+1. Por lo tanto: 
P+0—(P+Q)=1 ó —1, 
según sea la < lay1 Ó la > la+1, y, en consecuencia: 
rs=I+l, 
es decir, el índice crece o decrece en una unidad luego de transponer 
dos elementos consecutivos. 
Supongamos ahora que los elementos transpuestos no sean consecu- 


tivos y sea l el número de elementos entre ellos. 
Entonces, de la permutación 


A A T 


pasamos a la permutación 


E O NS 


por las siguientes transposiciones de elementos consecutivos: (a) l trans- 
posiciones de ¿, con elementos consecutivos, que lo colocan antes de t3; 
(b) una transposición que coloca a 7, en la posición ocupada por ts, y 
así 2g precede a ta; (c) l transposiciones de t; con los elementos inmediatos 
que lo llevan al lugar anteriormente ocupado por ie El pasaje de una 
permutación a la otra se cumple así por 21 + 1 transposiciones sucesivas 
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de elementos consecutivos, y puesto que en cada transposición aumenta 
o disminuye el índice en una unidad, el índice de la permutación 


ij oeo gero A tag 
difiere del de la permutación 
EEE A E 


en un número impar, y de esta manera queda demostrado el enunciado. 
Supongamos ahora que la permutación 


110%... la, 
se obtiene de 
12...8n, 


por r transposiciones. Por ser cero el índice de la última permutación, 
y puesto que las r transposiciones provocan incrementos impares 2 hi + 1, 
2h: +1,..., 2h, + 1, el índice 7 de la permutación 


NN 
será 
I=zr+2(h+hw+... +h) ="r+2h. 


Por lo tanto, r será par o impar según sea I par o impar. Las permu- 
taciones que resultan de 1,2... n por un número par o impar de trans- 
posiciones se llaman, respectivamente, permutaciones pares o impares. 
La permutación resultante de una permutación par, por una transpo- 
sición, será impar, y viceversa. Es fácil demostrar que entre las n! per- 
mutaciones de 1,2,3... n hay igual número de permutaciones pares 
e impares. Llamamos R y R’ los números de permutaciones pares e im- 
pares respectivamente. Transponiendo los dos primeros elementos de 
cada una de las R permutaciones pares, resultan R' permutaciones impares 
distintas; por lo tanto R’ > R. Pero, razonando en la misma forma 
R > R', en consecuencia debe ser R’ = R. Siendo n! el número total 


de permutaciones, hay 


E 
2 


permutaciones pares e impares. 
Supongamos que 


Ain in.. ein? 


es una cantidad que depende de n índices distintos tı, t2, -.., îm cada 
uno de los cuales debe ser uno de los números 1, 2, ..., n de modo que 


t1 le s.. La 


es una permutación de estos números. Supongamos además que cada 
una de las n! cantidades posee la propiedad de cambiar su signo si se 
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transponen dos índices cualesquiera, sin variar su valor absoluto; en 
otras palabras, supongamos que: 
As, cda o gs rr in F Ar Loy dr eres ia eee tne [1] 
Sea I (i, iz, ..., în) el Índice de la permutación tı, iz, ..., in. Por el 
lema demostrado anteriormente 


( al 1) (61, $8, -s En) 


también satisface la condición [1] y, en consecuencia 
Atrio ++ (— DI Cuán in) 


no cambia si se transponen dos índices cualesquiera. Desde que todas 
las permutaciones resultan de 1, 2, ...,n por sucesivas transposiciones, 
se deduce que el cociente aaterior tiene el mismo valor para todas las 
permutaciones. Llamando C a este cociente, tendremos 


Au peasan = +C, 


tomando este cociente el signo + ó — según que la permutación či, 12, ... 
..., În Sea par o impar. 


Problemas 
1. Hallar el número de inversiones en cada una de las permutaciones 
(a) 68175324; (0) 21398786354; 
(c) 3761258409. 
2. ¿Cuáles de las siguientes permutaciones son pares y cuáles impares? 
(a) 631254; (b) 192837465; 
() 7156324. 


3. Demostrar que la permutación 1 6 5 3 2 4 puede obtenerse de 1 453 6 2 por un 
número par de transposiciones. 


4. Escribir todas las permutaciones pares y todas las impares de los elementos 1, 2, 3, 4, 


7. Determinantes en general. — Será fácil dar ahora una defi- 
nición general de un determinante de orden n. Sea 


Qu 412 ... Qin 


Q21 Q32 ... Azn 


Ani An... Ann 


una matriz de n? elementos ay distribuídos en n filas R,, Ro, ..., Rn y 
n columnas Ci, Ca, ..., Cn. Por conveniencia de razonamiento elegimos 
la notación de los elementos de dos índices, lo que indica claramente la 
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fila y la columna a las que pertenece el elemento. Considerando estos n? 
elementos como variables, nos proponemos el problema de hallar todas 
las funciones racionales enteras de ellos que satisfagan las tres con- 
diciones siguientes: 


1. Deben ser lineales y homogéneas en los elementos de cada fila de 
la matriz. 

2. Deben anularse idénticamente cuando dos filas sean idénticas. 

3. Toman el valor de 1 para la matriz especial 


1 0...0 
0 1...0 
0 0...1, 


en la que a; = 1 y ay = 0 para j æi. 


El examen del problema demostrará que hay sólo una función que 
satisface estas condiciones. La función que buscamos puede indicarse 
convenientemente por 

F (Ri, Rz, ..., Ry). 


En primer lugar, vamos a demostrar que 
F (Ri, ..., Rao... Ro... Ra) = — F (Ri, ..., Rp... ¿Ro -3 Ra) [L] 
de modo que F cambia de signo cuando dos filas Ra y R¿ se trasponen. 
Consideremos la función 
F(R,... Ra + Rg, ...,Rg+ Ra, ..., Rn). 
Por ser idénticas las filas Ra + Rg y Re + Ra, tenemos: 
F (Ri, ..., Ra + Ro, ..., Rg + Ra... Rn) =0. [2] 


Por otra parte, por ser F lineal y homogénea en los elementos de 
cada fila 


F (Ri, ..., Ra + Rg, .-., Rg + Ra -.., Ro) = 
= F (Ri, ..., Ro... Re + Ra ..., Rn) + 
+ F (Ry ..., Ro... Rg + Ro... Ra), 
y por la misma razón: 
FB, Ra... Ro + Ra --., En) = 
= F (Ri, ...,Ra ---, Rg, --., Ro) + 
+ F (Riy ..., Ra --.¡ Res -003 Ra) 
F(R,... Rp... Re+Ra..., Ro) = 
= F(R,.. Ro. Res ..., Rai + 
+ F(R, ..., AN AS A 
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Considerando la ecuación [2] e identidades similares como ser: 
F (Ri, ..., Ra ---, Ra --., En) = 
= F (R, ..., Rg, ..-, Rg, ...y Ry) = 0, 
encontramos: l 


0 = F (Riy ..., Ra -.., Ro cc Ra) + F (Ri, ..., Ro. Ro-.., Rn) 


que es equivalente a la ecuación [1]. Recíprocamente, suponiendo que 
se satisface la ecuación [1], se deduce que: 


FB, Ro... Ra... Ra) =O. 


Es decir que las condiciones 1 y 2 juntas son equivalentes a la condi- 
ción 1 y que F se transforma en — F cuando se transponen dos filas. 

En virtud de la condición 1 la función pedida consistirá de términos 
de la forma 


Aita... in 016,02, + > Anin 


donde los índices 21, 22, ..., în toman independientemente los valores 1, 
2, ...,n y donde 


As, da, +» $ 
es un coeficiente independiente de las variables ay. Podemos escribir: 


F (Ri, Ra, ..., Ra) = È Ain is.. in Oti Ari +++ Anin [3] 


Por transposición de las filas Ra y Rg, tenemos: 


F(R, ..., Ra, sena Ra) = DA nó... 19 Ci .. AB. Quig -o Anin 


o, reemplazando t, por ?g y reciprocamente, lo cual es permitido puesto 
que tanto 2, como ¿¿ toman los mismos valores: 


F (Ra, . ., Rg, .. Rus .. ., Ra) => As. se 189 ooo ta? aa., in Olis G2i o - - Unin [4] 
Comparando las ecuaciones [3] y [4] y teniendo en cuenta la identidad 
[1] llegamos a la conclusión de que: 


A in 


ii a A ad [5] 


para dos índices cualesquiera « y f distintos tomados entre los números 
1,2,...,2. 
En caso de que 2, = tg, de [5] 


Áin eee day tees da tee in T 0 


y esto significa que en [3] se encuentran sólo aquellos términos que 
corresponden a valores distintos tı, f2, ..., tn, Siendo tı, 12, ..., ln UNA 
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permutación de los números 1, 2, 3,...,n. De [5] y de acuerdo con 
lo enunciado al final del párrafo: 

As, i +.) in T + C 
donde el signo es + ó — según que t, tz, ..., Ín sea una permutación 


par o impar. Así, todas las funciones F que satisfacen las condiciones 
1 y 2 son de la forma 


F=CY + Qin Alir +. - Cria» 


donde la sumatoria se extiende a todas las permutaciones de los índices; 
el signo + se elige en la forma indicada y C es una cantidad indepen- 
diente de los elementos de la matriz. Ahora para la matriz especial en 
la que as = 1 y ay = 0 si j 1, la suma se reduce a un término 


011 A22 ... Ann = 1, 


y, por otra parte, si se satisface la condición 3, F toma el valor 1, siendo 
en este caso C = 1. Así, si se cumplen todas las condiciones: 


F =È + anan... Qnin» 


estando la sumatoria extendida a todas las permutaciones 1,2, ...,n 
y para cada permutación el producto 


Ali Ais - - - Anin > 


tomado con el signo + ó — según que la permutación sea par o impar. 
La suma, representada por F se llama determinante de enésimo orden 
o determinante de los n? elementos ay y se representa con el símbolo 


Qi 012... Min 
Q21 A2 An 
Ani An Onn 


A veces se usa la notación abreviada 
| Qi; | 


que no debe ser confundida, por supuesto, con el valor absoluto de la 
cantidad ay. 

El número de términos del determinante de orden n es el mismo que 
el número de permutaciones de n objetos, es decir n!, y la mitad de ellos 
está precedido por el signo + y la otra mitad por el signo —. 


8. Propiedades de los determinantes. — Puesto que el número 
de términos de un determinante crece muy rápidamente con su orden, 
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la resolución directa de determinantes basada en su definición es im- 
practicable; pero en muchos casos puede efectuarse, y a menudo sin 
mucho trabajo, recurriendo a algunas de sus propiedades que ahora 
examinaremos. Tomemos el término general 


E Ali Ais - >») Anin- 


Aquí los segundos índices tı, ds, . . ., în forman una cierta permutación 
de los números 1, 2, ..., n. Por lo tanto, los factores pueden ser ordena- 
dos de modo que estos segundos índices sigan el orden natural mientras 
los primeros formen una permutación jı, ja, .. ., ja de los números 1, 2, 
..., R. Así, el mismo término puede escribirse 


E 05,11 Qj o. Qjpn. 


Ahora, si se usan m transposiciones para pasar de 12... natı iz... ta 
las mismas transposiciones realizadas en orden inverso volverán a los 
segundos índices a su orden natural, y colocarán a los primeros índices, 
originalmente en el orden natural, en el orden jij2...¿jn. Por lo tanto, 
las permutaciones titz... in Ó Jjijz... jn son ambas pares o ambas 
impares, y el signo + puede ser determinado con referencia a la segunda 
en lugar de referirlo a la primera permutación. En consecuencia, el de- 
terminante puede ser presentado como la suma 


32 Gi ja... Ajan, 


extendida a todas las permutaciones de los primeros índices, eligiendo el 
signo + ó — según que la permutación sea par o impar. 
Supongamos ahora que en el determinante 


Gu 012... Gin 

a . a 
D= 21 Um 2n 

Gn An? Qnn 


se reemplazan las filas por las columnas y viceversa; ésto da otro deter- 
minante 


Qu an Cal 
D'= 01 az Ana 
Qin Q2n Can 


cuyo elemento by perteneciente a la 2-ésima fila y a la j-ésima fila es aj- 
Por definición. 


D'=Y + bij boja oe- Dnjns 


donde los términos están precedidos por el signo + ó — según que 
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jija... ja sea una permutación par o impar. Por ser bi; = asi, podemos 
escribir también 


D=2 E Aja Aja... Qin, 


pero, por lo dicho anteriormente, la misma suma representa también 
al determinante D; por lo tanto: 


D' =D. 


Este importante resultado puede indicarse brevemente de la siguiente 
manera: Un determinante no varía si se intercambian las filas con las 
columnas y viceversa. Siendo un determinante una función lineul homo- 
génea en los elementos de cada fila, es también una función lineal homo- 
génea en los elementos de cada columna. Un determinante se anula cuando 
dos de sus filas son idénticas. Por lo tanto, también se anula cuando dos 
de sus columnas son idénticas. En general, para cualquier propiedad 
que los determinantes puedan tener con respecto a sus filas, existe una 
propiedad similar con respecto a sus columnas. 

Como se demostró en el Párrafo 7, un determinante cambia solamente 
su signo si se intercambian dos filas. Por lo tanto, también cambia sola- 
mente su signo por intercambio de dos columnas. 


Sea 
J (21, 22, -.., Tn) = 01%1 + aste + ... + lata, 
una función lineal homogénea de variables z1, 12, ..., Tn. Es evidente que 
f (mz, M2, ..., MEn) = MÍ (T1, Lo, -.., Ta) 


y 
J + 21, Y2 +22, ..-, Yn + Za) = f (Yı, Ya, -ees Yn) + f (21, 22, A 


Siendo los determinantes lineales y homogéneos con respecto a los 
elementos de cada fila (y de cada columna) se desprende que reempla- 


zando en un determinante D una fila an, Qi, ..., Qin POT MAN, MAR, .. 

.. «y Mam, O Una columDa Aii, Azi, ..-, Ani POY Maii, MAzi, » . ., MAni, el 

determinante resultante D’ es igual a D multiplicado por m: 
D=mD 


o, dicho de otra manera, si los elementos de una fila (o una columna) 
se multiplican por un factor m, el determinante queda multiplicado por m. 
Así: 


ar db, Ci ar bi Ci 

mas mb» MiC? = m 02 ba Ca 

a3 b; C3 as b3 c3 
y 

maı bi C1 01 b à 

maz: bz c2 = m a bd a 


maz b3 C as b3 c3 
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Un determinante se anula si los elementos de dos filas o dos columnas 


son proporcionales. Supongamos, por ejemplo, que en un determinante 
de cuarto orden 


a1 bı Cı dı 
az bz Cs d 
as b3 c3 di 
Q4 ba C4 ds 


los elementos de la primera y tercera columna son proporcionales, es 
decir que: 
Cı = MAz ; C2 = MAz ; C3 = MAz ; C4 = MU 
Entonces: 

a b ar a 
a2 ba da Ca 
az b3 az C3 
d4 bDi Qs Ca 


puesto que el determinante del segundo miembro tiene dos columnas 
idénticas. 

La segunda de las propiedades de las funciones lineales homogéneas 
antes enunciadas, implica la siguiente proposición: Si en un determinante 
D los elementos de una fila son sumas 


ba + Ca , bi + Cv, ¿Din + Cn, 


entonces el determinante será la suma de dos determinantes D' y D” en 
los que las filas correspondientes son, respectivamente, bi, di, ..., din y 
Ca, Ciz, «++, Cin, Siendo las otras filas las mismas de D. La misma pro- 
piedad es válida para las columnas. Así: 


a +d b a a b a di b G 
azt di b2 cal = |a b Ce | + id: b cz 
as + d3 b3 cz as b3 cs dz b3 c 


Una consecuencia particularmente importante de esta proposición 
es la siguiente: Un determinante D no cambia, si a cada elemento de una 
fila (o columna) se suma el elemento correspondiente de otra fila (o co- 
lumna) multiplicado por el mismo factor. En realidad, el nuevo determi- 
nante D’ es igual a D más otro determinante que es igual a cero, puesto 
que los elementos de dos filas (o columnas) son proporcionales. Así: 


a b Ci a b HMI c 
az Da Co | = |a bz +M Cz 


az b3 c3 as b3 + mc Cc 
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9. Ejemplos. — Las propiedades recién enunciadas pueden usarse 
para transformar los determinantes, y a veces facilitan su resolución. 
Los siguientes ejemplos mostrarán cómo pueden hacerse tales transfor- 
maciones. 


Ejemplo 1. Consideremos el siguiente determinante: 


1 2 34 


e O N 


345 
456 
5 6 7 
Restando la primera fila de la segunda (lo que significa que se suman a los elementos 


de la segunda fila los de la primera multiplicados por —1) y luego restando los de la 
primera fila de los de la tercera, obtenemos el determinante: 


1234 

1111 
D = 

2222 


4567 


que tiene el mismo valor de D. Pero en D’ los elementos de la tercera y de la segunda 
filas son proporcionales; por lo tanto D’ = 0 y también D = 0. 
Ejemplo 2. Consideremos el determinante 
3 1 2 3 
4 —1 2 4 
1 —1 1 1 
4 —1 2 5 


Sumando la segunda columna a la primera y luego a la tercera y a la cuarta, tenemos 
otro determinante igual a D: 


4 1 3 4 

31. 1 3 
D = 

lo. o o0 

|3 —1 3 4 


Súmese la primera fila de este determinante a la segunda, tercera y cuarta. Esto da: 
4 1 3 


4 
4 7 
3 4 
4 8 


Zoe 
o coo 


230 TEORIA DE ECUACIONES 


Réstese ahora la tercera fila de la primera y la cuarta de la segunda: 


0 1 0 0 

0 0 0 —1 
D = 

4 0 3 4 

7 0 4 8 


e intercambiando la primera y la segunda columnas: 


1 0 0 0 

0 0 0 —i 
Dr 

0 4 3 4 

0 7 4 8 


Discutiremos aún más este determinante en el Párrafo 11. 


Ejemplo 3. Consideremos el determinante 


l a b c+d 
l b c a+d 
D = . 
led a+b 


1 d a be 


Sumando la segunda y la tercera columna a la última, lo que no cambia el valor del 


determinante, tenemos: 


1 a b a+b4c+4d la 

1 b c a+db+e+d 1 b 
D= = (a +b+c+d) 

l c d a+b+ce+a l c 

l d a a+b+e+d l d 


Ejemplo 4. Sea 
l a be 


D=|1 b ac 


l c ab 


Multiplicando la primera, segunda y tercera filas por a, b y c, 
determinante resultará multiplicado por abc; es decir, 


a a abc a a 1 
abecD =|b b ab |= abc |b bt i 


c e abe c è i 


respectivamente, el 
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donde 
a at 1 
D=j|b è 1 
cc l 
e intercambiando columnas 
la a la e 11.11 
D=-—|1 bd b|=|1 b Pli=la b c 
lec l c č a by e 


La última operación consiste en cambiar filas por columnas, lo cual no altera el valor 
del determinante. 


Ejemplo 5. Sea 


Réstese la segunda fila de la primera, luego la tercera de la segunda y sáquese factor 
común a—b y b— c. Entonces: 
0 1 a+b 


D=(a—b(b—c)j0 1 b+c 
le e 
Réstese ahora la segunda fila de la primera y sáquese el factor a — c: 
0 1 a+b 0.0 1 
0 1 a+c|=(a—co)jj0 1 b+c 
1 c e l c ct 


0 0 1 
D = (a — b) la — c) b — c) |0 1 b+el. 
1 c o 


Considerando a, b, c como variables, el determinante D es de segundo grado con res- 
pecto a cada una de ellas; pero también es de segundo grado el producto 
(a — b) (a — c) (b—e). 


En consecuencia: 
0 0 1 
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no contiene ahora b ni c, y su valor puede hallarse atribuyendo a b y c valores especiales, 
por ejemplo: b=c=0. Así: 


0.0 1 100 
A=|0 1 0|=—j|0 1 0|=—1, 
100 0.01 


y finalmente: 
D = — (a — b) (a —c) (b — c) 


(a — b) (a — c) (e — b) . 


Problemas 


Hallar el valor de los determinantes: 


1. 135 7 2. 1 4 9 16 
246 8 4 9 16 25 
579 uf 9 16 25 36 
abc d 16 25 36 49 

3. a b c 4. l a b+c 
3a+2b 3b+2c 3c4+2a |. 1l b a+c 

b c a l c a+b 


5. l+agy 1+%2491 l+zrty 1+%YN 
l+xay 14+42xy 1+2%Y 1+%y 
+ ay 1+2%Y 1+2%y 142yY8 
1+0YN Lry, 1+3u3y 1+ty 


6. 0 a b c d 
— 0 e Í g 
—b — 0 h k 
— —f -h 0 l 


Demostrar que: 

7. a +b b +e c +a a b c 
atb bta atajļ|=2ja bh ca 
a+b: bbe co +: ar bi c 

$. a+b a+c b+c l c b 
a+c a+b b+e| =2(a+b+c)|1 bb 
b+c b4+a atc 


m 
o 
a 
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9. 1 2rx 0 1210 
0 1 2x a 012 1 
= gt 
l z z? 0 i 1 1 0 
0 1 zx z? O 1 1 1 
10. 0 a p 0 1 1 


d e o 1 1 0 

1. 0a bc 0.1 1 1 
12. | zt 2 z! l z e 

a 0c b 10 ce 02 
= a T? z” ¿Bji=agxMlz # gs 

bc 0a 1l e v æ 
zie g3 g ri x? gls 

cbao0 1E æo 


10. Desarrollo por filas y columnas. Menores y cofactores. — 
El determinante, como función lineal homogénea de elementos de una 
fila cualquiera, por ejemplo la i-ésima, puede desarrollarse así por los 
elementos de esa fila: 


D=Anta +... Ayay +... + Ainan, 


donde los coeficientes Ay (j = 1,2, ..., n) no contienen a aa, Qe, ..., Gin. 
El coeficiente A;, de a;; en este desarroilo se llama complemento o cofactor 
del elemento a,, Este complemento está relacionado al determinante 
de orden n — 1 obtenido de D, suprimiendo su 1-ésima columna, sin 
cambiar el orden de las otras filas y columnas. Este determinante D; 
de orden n —1 se llama menor correspondiente al elemento a;;. Por 
ejemplo, los menores que corresponden a los elementos a, bı y cı en 
el determinante 


Q1 bı C1 
az b2 Cz 
Q3 b3 C3 
son: 
bz co a G a bz 
bs c; Q3 C3 > ¡ G3 dy i 


El complemento A;; y el menor D; están relacionados íntimamente 


entre sí; vamos a probar que: 
Ai = (— 1)* Dy, 


es decir que: 
Ay = Dy, 
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si la fila y la columna ocupadas por ay tienen la misma paridad, y 
Aj = —Dy, 
en caso contrario. Probaremos primero esta importante relación para el 


primer elemento de la izquierda an. En el desarrollo. 


D = Anan + Arr +... + Ainan, 


el complemento 41 no depende de an, 412, ..., Qin, y, en consecuencia, 
no cambia al tomar valores particulares: 


daa = l ; an = Qg =... = än = 0. 


Por lo tanto: 


a =se Hk 

Án = Q21 22 Q23 2 

Qui An? An... Ann 
Cuando en este determinante, de la segunda, tercera, ... n-ésima 
fila se resta la primera multiplicada por azn, azı, ..., On respectivamen- 


te, el complemento A; se representa por el determinante 


10 0...0 


Q22 023... Qn 
Án = O 43 433... Q3n 
0 An 0As3 ++. Can 
que depende sólo de la matriz: 
Q22 023... An 
B= Q32 Q33 A3n 
An? Qn3 ..- Uan 


Evidentemente, Án es una función racional entera de los elementos 
de B, es lineal y homogénea con respecto a los elementos de cada fila 
de B y se anula cuando dos de estas filas son idénticas, tomando el valor 
1 en caso de que sea 
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Por estas propiedades A11 queda indentificado como el determinante 
de la matriz B, es decir: 


Para establecer la relación entre el complemento 4;, y el menor Dy 
de un elemento arbitrario ay, la columna a la que pertenece este ele- 
mento se transpone j veces con las columnas vecinas hasta que ocupe 
el lugar de la primera y luego se transpone la ¿-ésima fila i veces con las 
filas adyacentés hasta que ocupe el lugar de la primera. Luego de estas 
i + j transposiciones de filas y columnas, en el nuevo determinante D' 
el elemento a;; se encuentra en la esquina superior izquierda y su com- 
plemento en D’, como puede verse fácilmente, es Da; pero 


D = D' (— D**:, 
en consecuencia, el complemento de a,, en D es: 
Ay = (— D)'*Dj. 
Un determinante también puede ser desarrollado por los elementos 
de una columna. El desarrollo por los elementos de la j-ésima columna es: 


D = Aijai + Aoj4o, Pacas $ Á nj daj: 


Adviértase la siguiente propiedad importante de los complementos: 
Cuando en un desarrollo 


D = Anaa + Ante +... + Áindin, 
los elementos de la 2-ésima fila son reemplazados por los elementos de 
otra fila ax, ax, ..., Akn (k 1), la suma 
Anan + Anar +... + ÁAsnG0kn, 


es el desarrollo de un determinante en el que la ¿-ésima y la k-ésima 
filas son las mismas; por lo tanto: 


Ainar + Agan +... + ÁsnGgn 


0, 
siendo k e 2 diferentes. En la misma forma: 
AjjQ1k + Ajan +... + Anja = O, 


si k y j no son iguales. 


11. Ejemplos. — El desarrollo de un determinante por filas o co- 
lumnas junto con las transformaciones que deben efectuarse sobre él, 
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proveen un método práctico para calcular determinantes. Los siguientes 
ejemplos mostrarán cómo hacerlo. 


Ejemplo 1. En el Ejemplo 2 del Párrafo 9 se demostró que 


3 1. 2 3 ı 0 0 0 
41 2 4 o ec 0 —1 
D= Zc 
1 — 11 0 4 3 4 
41 2 5 10. 7 4 8 


Desarrollando el último determinante por los elementos de la primera fila, que son 
todos ceros menos el primero, vemos que el desarrollo se reduce a un solo término, de 
modo que: 


1 0 0 
0 0 —1 

o 0 0 —1 
=(4 3 4 

0.4 3 4 
7 4 8 

|o 7 4 8 


Siendo en este determinante, el complemento de — 1: 


4 3 
= 16—21 = —5 
7 4 
se ve de inmediato que: 
0 0 —1 


7 4 8 
y, en consecuencia: 
D=-—5 
Ejemplo 2. Calcular: 
37125 
64 3 0 2 
D=|0 3013 2 
10653 
21020 


Réstese la segunda columna multiplicada por 2 de la primera y la cuarta. Esto da: 
—11 7 1 —12 5 


— 2 4 3 —38 2 
D=|—6 3 0 —5 2 
1 0 6 5 3 

0 1 0 0 0 
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Desarróllese por los elementos de la quinta fila, teniendo en cuenta que el comple- 
mento de 1 en esta fila es: 


| 
= 
n 
= 

| 
m 
o) 
a 


=—D'. 


| 
[e] 
ao o w 
l 
en 
N 


Esto da: 
D=-—D', 


de modo que todo se reduce al cálculo de un determinante de cuarto orden. Para sim- 
plificar D' súmese a las columnas 1 y 3, la columna 4 multiplicada por 2; entonces: 


—1 1 -2 5 


2 3 — 2 

D' = 
—2 0 —1 2 
7 6 11 3 


Ahora súmese la columna 1 a la columna 4 y luego a la columna 1 la 3 multiplicada 
por —2; esto da: 


3 1-2 4 
10 34 4 

D' = 
o 0 0 
15 6 1 10 


Desarrollando por los elementos de la fila 3, tenemos: 


3 1 4 3 1 2 
D' =— 10 3 4 |=-—2 10 3 2 
—15 6 10 —15 6 5 
Ahora: 
3 1 2 3 1 2 3 1 14 
10 3 2| = 1 0 X4|= 1 0 0 i 
—15 6 5| 5 6 5 —15 6 —55 | 


y, desarrollando por los elementos de la segunda fila: 


3 1 4j 
|1 y 
1. 0 oļ=— = 55 + 84 = 139. 
lo 55 
15 6 —355 


Por lo tanto: D' = — 278 y D = 278. 
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Ejemplo 3. Para calcular el determinante 


l+a 1 1 1 

1 1+b 1 1 
D= 

1 1 l+c 1 

1 1 1 1+d 


réstese la segunda columna de la primera y desarróllese por los elementos de la primera 
columna; esto da 


1+b 1 1 1 1 1 
D =a 1 l+c 1 +b|1 1+0e 1 
1 1 1+d 1 1 l+d 


El primer determinante del segundo miembro es similar al propuesto; podemos escribir: 


1+5 1 1 
D'= 
1 1+c 1 


1 1 1+d 


El otro determinante, luego de restar la primera columna de la segunda y la tercera, 
se convierte en: 


100 
c 0 
i c 0|= =c¢d. 
0 d 
1 0 d 
Por lo tanto: 
D =aD' + bcd. 


Aplicando las mismas transformaciones a D', hallamos: 


D’ = bD" +cd, 
donde: 
l+ce 1 
D” = =d+c+d. 
1 1+d 
Por lo tanto: 
D’ = bcd +bc +bd +cd, 
y 


D = abcd + abc + abd + acd + bcd = 
ł 1 1 1 

año (+): 
a b c d 


Ejemplo 4. El siguiente determinante de orden n 
l xa zx... a! 


la rm... ql 


Do E TE Ta”! 
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aparece a menudo y se llama determinante de Vandermonde. La manera mássimple 
de calcularlo es reemplazar zx, por una variable z. Entonces el determinante se trans- 
forma en un polinomio D, (x) de grado n — 1 en z, como puede verse desarrollándolo 
por los elementos de la última fila. Para z = 21, Zs, ..., Tn_1 este polinomio se anula 
puesto que D (za) para a«=1,2,...,n — 1 es un determinante con dos filas iguales, por 
lo tanto: 


Da (2) = C (z — 21) (z — 21) ... l—A), 


donde C es el coeficiente del término de mayor grado en Dp (z). Este coeficiente es el 
menor 


lx 2 q 2 
liz zx? z2 
Da-——1 == 
n—1 
1 Tn- L'ai ... Tn—2 


correspondiente al elemento xn"! y de esta manera tenemos: 
Da (ta) = Da = Dar (En — 71) (En — T3) ... (La — Tn-1). (1) 


El determinante D,_, es del mismo tipo de Dp y puede ser tratado de la misma ma- 
nera. Será: 


1 23 
D = 


= 2 — Ti, 


l r 
por lo tanto, se desprende de (1) para n = 3: 
Da = (z3 — 21) (z3 — 22) (22 — 21). 
Además: 
Di = (24 — 25) (24 — 22) (z4 — 23) (13 — 21) (T3 — 22) (22 — 11), 
etc. La expresión general del determinante de Vandermonde es: 
Da = (En — 21) (En — 22) ... (Za — 21) 


(Eni — 24) (n1 — 22) . .. (Ena — Tama) 


(23 — T2) (z3 — 11) 
(z: — 21) 
Es una función racional entera de 2;, £2, ..., 7, que cambia su signo cuando dos de las 
variables se trasponen y por esta razón es llamada función alternante. Esto se debe a 
que el intercambio de dos variables, por ejemplo zı y z:, corresponde al intercambio de 


la primera y segunda filas, y esto causa el cambio de signo del determinante de Van- 
«dermonde. 


Problemas 


Calcular los determinantes numéricos: 


1. [0 1 1 2. |1 1 1 3. |5 2 2 
1 0 1]. 1 2 3]. 7 3 2 
1 1 0 1 3 6 9 6 —5 
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4. 5 —2 —3 5 1 1 1 1 6 1 2 3 4 
10 —4 —3 123 4 2 3 4 1 
—5 3 4 J] 3 6 10 3 4 1 2 
1 4 9 16 4 1 2 3 
7. 1357 8 3 1 2 3 9. 91317 4 
2 4 6 7 4 —1 2 4 18 28 3 8 
3122 I —i AE: 30 40 54 13 | 
51 3 1 4 —1 2 5 24 37 46 11 
Calcular los determinantes literales: 
10. 2a a+b a+c 11. a+b a+c b+c 
b+a 2b b+c |. a+c a+b b+c 
c+a c+b 2c b+c b+a a+c 
12. jO c b 13. b+c a a 14. a b a+b 
ba Q b c+a b ; b a+b a E 
c 0 a c c a+b a+b a b 
15. |1 1 1 16. 1 be+ad Bbe+aæd 
a b c l ac+bd atc+ba 
bc ac ab 1 ab+cd abi + ed 
17. ¡1 a a r: F 7 
Cuardo se considera c como variable, el determinante es de tercer 
1 b b3 | grado en c, anulándose para c =a, c = b, y faltándole el término 
en e?. 
l c 
18. | 1 a? a 19 a b c 
1 b b a by e 
lc e bc ac ab 
20. | 1 a b 
A El determinante tiene la forma (c — a) (c — b) (Ae + Bc + C) 
lb b donde Á, B, C no dependen de c, faltando los términos en c° y œ. 
ee 
21. |œ a—(b—c} be 22. | (z—a? (y—a} (z—a} 
by b—(ce—a} ac}. (z —b} (y—b) (¿—b)? 


e «¿—(a—b) ab (z— ce} (y—c)} (2—ce)* 
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23. | —2a a+b a+c 24. | +o) a? at 
b+a —2b b+el. bt (c + a)? b: 
c+a c+b —2c e? Ca (a + b)* 
25. |a a a a 26. a bed 27. |x ar az as 1 
abbo bade 4 7 aml 
a Q Ua 2 Mz 1 
a bec c dab at i 
abcd deba 41 Gr G3 4 1 
28. | 1 1 1 1 i 29. 1 1 1 1 
1 0.0% 1 1+b : 1 
zz 1 0 0O z:| Generalizar. Generalizar. 
a z 1 0 z: 1 1 l+e 1 
Za La Za 1 u 1 1 1 1+d 
30. |l +a 1 1 1 1 
1 1+5 1 1 1 
1 1 l+c 1 1 Generalizar. 
1 1 1 1+d 1 
1 1 1 1 l+e 
31. | 1 1 1 1 32. |a z z z 
1 zl l1 i > z z 
l1 1 z 1 1 I t @; 
1 1 1 l z zzz An 
33. [1 a at a 
libb SuaEstTIÓN: Reemplácese a por una variable x; 
Generalizar. entonces el determinante es de cuarto grado en y, 
loco tiene raíces b, c, d y le falta el término en 23. 
l d Æ d 
34. |l a al a 
1b p d 
Generalizar. 
l ceed 
|1 d e d 
35. Si 41 1 0 0....0 


demostrar que Dna = an Dar + Dn2 - 
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* 36. Bi 
qm am+D? ., glmin—D* 
md? (m2) me) | 
(m,n) = ; 
z(m+n—1)? (m+n)? (m4 22)? 


demostrar que 
(m, n) = ¿mnim+2n—2) (0, n). 


*37. Usando la notación del Problema *36, demostrar que: 
O, n +1) = A — °?) (1—1!) ... (1 --x272”) (2, n) 


* 38. Dedúzcase que: 
(0,8 +1) = 14 (1 — r°) (1 —27%) ... (1 — 172”) (0, n) 
y que 
(0, n) = ar (M—1* (z2? — 1)”—1 (qt — 1)7—2 (96 — 1)” ... (12821), 


MATRICES 


* 12. Igualdad y adición de matrices. — Hasta aquí el térmir.o 
matriz ha sido empleado sólo para designar una cuadrícula de n? ele- 
mentos ay. Estas disposiciones de elementos pueden considerarse, sin 
embargo, como nuevas cantidades matemáticas luego que definamos la 
noción de igualdad de matrices y las dos operaciones directas llamadas 
comúnmente adición y multiplicación. De esta manera puede desarro- 
llarse una extensa álgebra de las matrices, de la cual sólo daremos, en 
este libro, una breve introducción. Una matriz de n? elementos se llama 
matriz de orden n. Así, para n = 2,3, 4, .. podemos hablar de matrices 
de 2%, 3°, 4° orden, etc. Refiriéndonos únicamente a la consideración 
de matrices de igual orden, decimos que dos matrices son iguales si tos 
elementos correspondientes, es decir, los elementos que pertenecen a las 
mismas filas y columnas, son iguales. Si dos matrices se indican con las 
letras A y B y sus elementos con ay y by, la igualdad 


A=B 
sintetiza las n? igualdades: 
Qij = bij, 


donde i y j toman cualquier valor 1, 2, ...,n. Así, son iguales las ma- 
trices 


12 0 ı Ê o 
3 

No 1 v7 

0 ı 0 0 
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pero las matrices 


0 1 0 1 0 0) 
010} y [0 1 0], 
0 0 1 0 0 1 


no son iguales. 

Con dos matrices A y B (del mismo orden) de elementos aş y bs; 
podemos realizar una operación llamada adición que se indica con el 
habitual signo + . 

Sumar una matriz B a una matriz A significa formar una nueva matriz 
C cuyos elementos ci; sean las sumas aj + bi; de los elementos corres- 
pondientes de A y B. Así, si: 


1 2 —1 =1 -—2 0 
A= 3 1 4 y B= 3 —2 =) 
—5 6 1 5 —6 2 
entonces 
0 0 —1 
C=A+B=|6 -—1 0 
0 0 3 


De la definición se deduce inmediatamente que las leyes asociativa 
y conmutativa son válidas para la adición de matrices, es decir: 


(A+FBI+4C=A+(B +C) 
A+B=B+A, 


con todas sus consecuencias. La matriz O cuyos elementos son todos 
ceros, es la única matriz para la cual 


A+0=A, 
para toda matriz A, y por lo tanto 0 puede llamarse matriz cero Y. 
* 13. Multiplicación de matrices. — La definición de multipli- 
cación de matrices puede basarse en la noción de producto escalar de 


dos sucesiones ordenadas de números o vectores. Por producto escalar 
de dos vectores 


R = (41,02, ...,4n) ; S = (bi, da, ...,Da), 
entendemos la siguiente cantidad: 
R.S = abı + azb + ... + anbu. 
Sean ahora dos matrices A y B de orden n. El vector 


R; = (Qa, Qa, -.., Gin), 
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está vinculado con la 2-ésima fila de A, y en la misma forma el vector 
C; = (bi; des, ..., das), 

está vinculado con la j-ésima columna de B. La matriz 

Ri.C, RiC¿...Ri-C, 

C = | EC Ras... Ra.C, 

R,.C, RaCz2...RaC, 
por definición es el producto de la matriz A por la matriz B, y escri 
bimos: 


AB=C. 
En otras palabras 
Qu Qr... Ain bu br... bin Ci Cr... Cin 
Q2 Q2... An ba bz... bon = | Ca de... C2 
Qni An? .-.. Ann bni bnz ... Dan Cal Cn... Cnn 


donde n 
Cy = Qaby + Orba +... + airb = Y aigbx;, 
km1 


es el producto escalar R; . C;. Por ejemplo, de acuerdo a esta definición: 


1 —1 1 —1 1 1 —3 0 0 
0 1 —1 1 0 0]= 2 1 1 
1 0 0 =1 —1 —1 —1 1 1 
pero 
—1 1 1 1 —1 1 0 2 —2 
1 0 0 0 1 —1]= 1 —1 1 
—i -1 —1 1 0 0 —2 0 0 


Este ejemplo muestra que, en general, la multiplicación de matrices 
no es conmutativa, de modo que debemos distinguir entre BA y AB. 
Por el contrario, la propiedad asociativa de la multiplicación se conserva; 
es decir: 

(AB)C = A(BC). 


Esto puede verificarse calculando los elementos de las matrices del 
primero y segundo miembro de acuerdo con la definición de producto. 
Por verificación directa puede demostrarse también la validez de las 
dos leyes distributivas: 


(A+ B)C = AC +4 BC 


C(A+B)=CA +CB. 
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La matriz 
1 0...0 
E= 1...0 
0 0...1 


en la que los elementos de la diagonal son 1 y los demás 0, tiene la pro- 
piedad que para cualquier matriz A 


AE=EA=A, 


y E es la única matriz que tiene esta propiedad. Porque si E” es una 
segunda matriz tal que 


AE =E'A=A, 


para todas las matrices A, tomando en particular A = E, tendremos: 


EE' = E. 
Pero, por otra parte, tomando A = E' en 
EA =A, 
tendremos: 
EE' = F, 


de modo que E' = E. La matriz E representa el papel de la unidad con 
respecto a la multiplicación de matrices, y por esta razón se la llama 
matriz unitaria. Es un caso particular de las llamadas matrices escalares, 


a 0...0 
OE EIA 
0 0...a 


en las que todos los elementos de la diagonal principal son iguales a un 
mismo número a, siendo los demás elementos 0. Multiplicando una matriz 
cualquiera 


Qiu 012... Qin 
A = 021 a22 An 
Anl Qr Any 


por (a), o (a) por A, en ambos casos la matriz resultante es la misma: 
adi Ali ... Alin 


A (a) = (a) A = ada Az... Aln 


sesscesseocosooee so 
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El producto de las dos matrices escalares (a) y (b) es una matriz. 
escalar (ab) y, en la misma forma, (a) + (b) es una matriz escalar (a + b). 
Teniendo en cuenta ésto, las matrices escalares (a) se representan sim- 
plemente por a, y el símbolo 


aA = Aa, 


representa el producto de una matriz escalar (a) por otra matriz A. 
Una matriz en la que todos sus elementos, excepto los de la primera 
columna, son 0, se llama matriz columna. Por lo tanto, las matrices 
columna son del tipo: 


Yi 0. 0 
Ya 0. 0 
Za 0...0 


y pueden ser designadas convenientemente por 
(zı, T2; --., £a) . 


El producto de una matriz cualquiera A por una matriz columna 
(21, T2, --., Tn) es otra matriz columna (yı, Y2, ..., Yn) donde: 


Yı = Uy Tr + anatz +... + Or Ta 
Ya = la Tr + at + ... + ars Ta 


.ooooo.pPo$ .so$s$Xooa¿z2SR)r o... o... ......... 


Estas relaciones son, por lo tanto, equivalentes a una sola ecuación 
matricial 


A (z, T2, a) => (Ya, Ya) ---, Y»). K 


Problemas 


Demostrar que las matrices siguientes satisfacen las ecuaciones que se indican: 


Los y ; =s. 
=1 —2 


1 
2. s-( $ ; S—3S+8E =0. 
—2 2 


3. s-( j) ; S—(6+05+(d—b) E =0. 


3 —2 1 
4 S= 2 —1 1 ; Si=S. 
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—1 2 2 
5. S= 4 3 41 5; S=E 
4 —4 5 
2 2. —3 
6 S=|-—1-24 —l—o 1-20) ; “+o0+1=0;8 =E. 
—» —oe 1l—u 
7. Si 
1 0 1 —1 2 1 1 0 
2 —l 0 — 0 1 0 — 
A= ; B= 
—3 1 — 4 1 —1 0 1 
1 —1 0 —1 2 0 1 1 
demostrar que AB = E. ¿Qué da. BA? 
8. Demostrar que 
1 1+i — —2 +2 1-21 2—1 1:00 
0 í 1-21 1-21 21 —1+2:] = [0 230 
1 1 1 —= i i 00 i 


K 14. Producto de determinantes. — Con la matriz 


Qu 012... Qin 
A= a2 A2 An 
An An Ann 
está asociado el determinante 
Qu 012... Qin 


que se llama determinante de A y puede ser designado con la notación 
det. A. Entre el determinante del producto de matrices y los determi- 
nantes de los factores existe una relación simple que se expone en el 
importante teorema que sigue, llamado teorema de la multiplicación de 
determinantes: 


TEOREMA. El determinante del producto de las matrices A y B, o det. 
(AB), es igual al producto de los determinantes de los factores, o sea: 


det. (AB) = det. A. det. B. 
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DEMOSTRACION: Sea 


Qu 012... Ain bu biz... Din 
biz Q2 0... Azn B= dar boo... Dan 
Ant An... Ann bni barice Daa 
y 
Cil C2... Cin 
C=AB= C21 Com... Cn 
Crni Cr? Can 
donde 


Cj = adabiy + Arba +... + ainbnj. 


Considerando los elementos aş como variables, el determinante de 
C será una función racional entera de las n variables ay, linea] y homo- 
génea con respecto a los elementos de cada fila de 4, y se anulará cuando 
dos de estas filas sean idénticas, puesto que en ese caso C tendrá dos 
filas idénticas. De la discusión del Párrafo 7 se deduce que el det. C 
difiere del det. A por un factor T independiente de los elementos ai, 
de modo que 


det. C = Tdet. 4. 


Para determinar T elegimos A = E, entonces será C = B, y puesto 
que det, E = 1 tendremos: 


T = det. B. 
y así 
det. C = det. AB = det. A. det. B. 


En otras palabras, el producto de dos determinantes, uno con ele- 
mentos a; y otro con elementos by, puede expresarse como un deter- 
minante con elementos c; obtenidos combinándolos de acuerdo a la 
regla de multiplicación de matrices en las que las filas de la primera 
matriz se multiplican por las columnas de la segunda o, brevemente, 
por multiplicación de fila por columna. Puesto que un determinante 
po cambia si se reemplazan las filas por las columnas, podemos también 
hacer multiplicación de fila por fila, columna por fila o columna por 
columna, obteniendo por cualquiera de estos procedimientos un deter- 
minante igual al producto de los determinantes dados. Podemos elegir 
la forma de multiplicar que nos convenga. 
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Ejemplo 1. Multiplíquense los determinantes 


111 1 a b c 
d=|l u «| y D=|jb c a 
1 œ w c a b 


siendo w una raíz cúbica imaginaria de la unidad. Multiplicando fila por fila, tenemos: 


a+b+e b+rc+a c+ar+b 
dD=la+bw +c b+ov+4w c +40 + bo 
a +bw +cew b +cew taw cta + bu 


Pero 
b+cw +40 = w (a + du + cw) ; caw +bw =w (a + du + cw) 
b + cew taw =w (a +b +w) ; c+ 40? 4 bw = w (a + bw + ow) 


y, en consecuencia: 


1 1 
dD = (a +b + c) (a + bu + co?) (a +bw + cew) jl w w 
1 W 


dD = —d (a +b + c) (a + bw + cw?) (a + bw? + cw). 


Siendo d un determinante de Vandermonde y, en consecuencia, distinto de cero, puede 
suprimirse y entonces: 


a bc 
D=|b c a| =—(a+b-+0) (a + bu + cu?) (a + bw + ew). 
c a b 


Este determinante se llama determinante cíclico debido a que su segunda y tercera filas 
se obtienen permutando cíclicamente los elementos de la primera. Por un método similar, 
los determinantes cíclicos de cualquier orden pueden ser presentados como productos. 


Ejemplo 2. Sea, como siempre, Aij el complemento de a,; en el determinante 


üu Qu Qin 

az az Q: 
D= 1 2 2n 

Ani An... Ann 
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Cuando D se multiplica por A, fila por fila, el producto resulta un determinante 
Cu Ci? -.-. Cin 
DA C2) €22 ... Con 


Cni Cn? --- Cnn 
en el cual 
Cij = an Ån Hap Aj +... + air Ajn. 
Pero, de acuerdo a las identidades establecidas en el párrafo 10: 
cj =0 si ¡Xt y c= D. 
Por lo tanto: 


DA 


i 

8 

o 
a 


O 8ea: 
D(A—D""!) = 0. 


Ahora, si los a;j se consideran como variables, D y A son funciones racionales enteras de 
ellos, y D no se anula idénticamente. Desde que el producto 


D(A—D*b, 


se anula idénticamente, el factor debe ser idénticamente nulo, de modo que 
A = pa, 


O Bea 


idénticamente en los elementos a;;. Naturalmente, esta igualdad se conserva verdadera 
para valores particulares de a;;, aun para aquellos para los que D = 0. El razonamiento 
empleado se basa en el siguiente teorema: Si el producto de dos polinomios F y q en las 
variables zı, T2, ..., In se anula idénticamente, por lo menos uno de los factores debe ser 
un polinomio idénticamente nulo. 

El teorema se cumple en el caso de polinomios en una variable, y basta probar que se 
cumple para polinomios en n variables suponiendo su validez para polinomios en n — 1 
variables. Si ni F ni f se anulan idénticamente, podemos ordenarlos en potencias de 
una de las variables, por ejemplo x,, y escribir: 


F = Fon” + Fyz! + A 
$ = pon” + hna +... 
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donde Fo, Fi, ...; do, $1, ... son polinomios en las n — 1 variables zz, ..., La, y ni 
Fo ni Qe se anulan idénticamente. Pero 


F.ó=Foporrtr+... =0, 


idénticamente, por hipótesis; por lo tanto, también se anula idénticamente en las va- 
riables 22, ...,T,; en consecuencia: 


Fodo=0. 


Por hipótesis esto implica que Fo o Ho se anulan idénticamente, y ésto es un absurdo yk. 


Problemas 
1. Demostrar que: 
b b a EN 
a + c c a+b+ 3? —— a =F 
1 
a b+c a e AAA ——b = 
1 
b b c+a ás — —a c+a+—b 
(a+ br e Cad 
= a? (b + cy a? 
b b? (a A 


y escribir como producto el determinante del segundo miembro. 


2. Demostrar que: 


aaa a —1 1 0 0 
a b bb 0 —1 1 

= 2a (b — —b) (d — 
a bce 0 0 —1 a( a) (e y c) 
abcd 1 1 1 —1 


3. Demostrar que: 


1 
lao 
= 125 
l o o a 
1 0 a sw? 
si w es una raiz quinta imaginaria de la unidad. 
4. Un determinante 
Cu C12 Cin 
Ca €22 Cia 


| Cni Ca? --- Can 
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en el cual 


n n 
Y, coja =0 si jX4i, y Y a=, 
kml k=l 


se llama determinante ortogonal. Demostrar que A = +1. 


A 15. Matrices recíprocas. — Una matriz 


Qi 012... Gra 
Aa la Q22... 02, 
Qin On? -.» Ann 


se llama singular o no singular según que su determinante sea o no cero. 
Sea A una matriz no singular y D 0 su determinante. Designando, 


como lo hicimos anteriormente, al complemento del elemento a; en D 
por Aj; consideremos la matriz: 


fu ¿um Aa 
D D D 
deria terda 
X=| D D D 
Ain Ao . Ann 
D D D 
Los productos AX y XA son: 
Cil Ciz... Cin Cu Ci... Cin 
AX = Ca Ca... Cn : XA= Cr Ca... Co 
Car Cardio Cu Cua Cra. A 
donde 
Así An + Uy Aj AS + Cin An 
eg = — AAA AMMMMMMMMNA 
D 
ass Á1: 01, + Az; Qj A Ánni anj 
y — SS E EA E E TEE S 
D 


Por las identidades del Párrafo 10: 


Ci =0 si jæi y Cu = 


| 
= 


Cy =0 si jæi y Cas=sl. 
En consecuencia: 
XA = AX =E. 
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Esta matriz X se llama recíproca de A y se indica por A~. La matriz 
A~ es única, es decir, no hay otra matriz Y tal que: 
YA = AY =E. 
Si existiera tal matriz, multiplicando ambos miembros de la relación: 
YA =E 


por A“! tendríamos 
(YA) A~ = Y (445) = EA™. 


Pero 
AA = E ; EA = A”, 


y entonces 
YE = Y = A~. 


Por otra parte, multiplicando A™ por AY = E, tendríamos 
A (AY) = (474) Y = AE, 
pero 
AA=E ; AE = A~ 
EY = Y = A^. 


Por lo tanto, para cualquier matriz no singular A existe una única 
matriz recíproca: 


Ai Aa oaa 
D D... D 
Au Aa ta 
Alr=| DD D 


tal que 
AA = AA” =E. 


El producto de varias matrices, por ejemplo cuatro: A, B, C, D, 
tomadas en ese orden, se define como: 


ABCD = ((AB)C)D, 


y se deduce de la propiedad asociativa que, al multiplicar, los factores 
pueden combinarse en grupos arbitrarios si no se altera el orden de los 
factores, 

ABCD = A (BCD) = (AB) (CD). 


254 TEORIA DE ECUACIONES 


Si todos los factores son matrices no singulares, su producto es una 
matriz no singular. En efecto, por el teorema de multiplicación de deter- 
minantes, 


det. (ABCD) = det. A. det B. det. C. det. D #0. 


La matriz recíproca del producto ABCD es 
DaACA BA" 
porque 
(ABCD) (D~ C- B~ A~) = ABC (DD-}) C- B> A~ = 
= AB (CE) C~ B~ A~ = AB (CC) B 4A- = 
= A (BE) B©’ A~ = A (BB) A~ = (AE) A~ = AA =E. 
El producto de n matrices iguales 
AA... A, 


es, por definición, la n-ésima potencia de A: 
4”, 
cuyo exponente es un entero positivo n, y se deduce de la propiedad aso- 
ciativa de la multiplicación que: 
APA" =A"*", 
pasivos qubpsss positivos cualesquiera m y n. El símbolo A” se define 
o=E, 
y una potencia A~", con exponente entero negativo, es por definición: 
A= = (Aya, 
siendo A no singular. Con estas definiciones las propiedades de la po- 


tenciación 
ATA” = A+» : (AP) SA 


son válidas para exponentes enteros, pero los exponentes negativos sólo 
pueden ser admitidos si A es una matriz no singular. 
Si A es una matriz no singular, la ecuación matricial 
AX =B, 
tiene una única solución 
X =AJIB. 


Porque 
A(A2B) =(AADB = EB =B, 
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de modo que A”! B es una solución. Por otra parte, de la ecuación 
AX =B, 

se deduce que 

A“ (AX) =(474)X = EX = X =AJIB. 

de modo que la solución 
X =AJIB, 

es única. La ecuación 
XA =B. 

tiene también una única solución 
X = BA”, 

que puede ser verificada de la misma manera. Por supuesto, todo es- 


to es válido sólo para matrices A no singulares. Si Á es una matriz 
singular, ninguna de las ecuaciones 


AX =B ; XA =B, 
tiene solución, a menos que det. B = 0. Porque 
det. B = det. A. det. X = 0. 


En particular, una matriz singular no tiene recíproca. Y 


Problemas 


1. Si se intercambian las filas y columnas en una matriz A, se obtiene otra matris que 
se llama conjugada o traspuesta de A. Designando, en general, por Ao la matriz conjugada. 
de A, demostrar que 


(AB) = Bo Ao 
y, más generalmente, que: 
(ABC... L)o = Lo... Co Bo Ao. 
2. Demostrar que (40)? = (4™)o si A es no singular. 


3. Una matriz cuyos elementos A;; son los complementos de los elementos as; de una 
matriz A se llama adjunta de A. Designando la matriz adjunta por A*, demostrar que 


(AB)* = A*.B* 
4. Las relaciones 
Tı = an Y Fany +... F ain Yn 
La = 0a Yı Hazy: +... F Om Ya 


Ta = am Yi Hanya t --- + Gann Yn 
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definen una transformación lineal de las variables zı, 22, . . -, rn en las variables yı, yz, ... 

..,Yn. Una transformación lineal se caracteriza por la matriz A = (a;j) de sus coefi- 
cientes. Si yı, yz, . - -, Ya se transforman en 21, 22, -.., Zą por una transformación lineal 
con la matriz B, demostrar que Zi, T2, ..., Ta Be transforman en Zi, 22, ..., Za por trans- 
formación lineal con la matriz AB. Si A es no singular, demostrar también que yı, Y2, -.., 
. -r Yn, 8€ transforman en 21, T2, ..., Za por la transformación lineal cuya matriz es A. 


5. Las variables zı, z2, ..., Za 8e transforman en Yi, Y2, - - -, Yn por una transformación 
lineal con la matriz A. Las variables Tı, 22, ..., Zn € Yı Y2 .. -s Yn Se transforman, res- 
pectivamente, en 21”, 77, ..., Tn € Yi”, Y, --. Yn! por la misma transformación no sin- 
gular cuya matriz es T. Demostrar que la transformación de 21”, 12 ..., Ty en Yr, Yo, --- 

..» Yu" tiene por matriz 


TAT. 


Las matrices de este tipo se llaman semejantes a A. 


CAPITULO X 


RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES 
POR DETERMINANTES. ALGUNAS APLICACIONES DE LOS 
DETERMINANTES A LA GEOMETRIA 


1. Regla de Cramer. — Los determinantes tienen muchas aplica- 
ciones. Una de las más importantes es la aplicación a la resolución de 
sistemas de ecuaciones lineales con varias incógnitas, para lo cual fueron 
introducidos por Leibnitz y Cramer, aun cuando sin la conveniente escri- 
tura simbólica que es d2 origen posterior. Sea 


Qu Tı + Qype +... + ain Tr = by 
an Tı + 09% + ... + an Tr = day (1) 
An Ti + Qn T2 + .. + Ann Tn = ba 


un sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas. Con los coeficientes 
del sistema formamos el determinante 


Qu Qr Qin 

a a a 
D= 21 22 2n 

An Anr Qnn 


llamado determinante del sistema [1]. Al multiplicar las ecuaciones [1], 
respectivamente, por los complementos de los elementos də la primera 
columna y sumarlas, en la ecuación resultante se eliminarán todas las 
incógnitas excepto xı. En efecto, el coeficiente de z; para i > 1 será: 


An aui + Arta +... + Aman =0 


y el de zı À 
Anau + Ánan +.. + An On =D. 
Así: 
Dz; = Anbı + Ande +... + Anda [2 a] 
y similarmente 
Dx; = Aribi + Azib + ... + Anda, [2b] 
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para i > 1. Las ecuaciones [2] son consecuencias necesarias de las [1]; 
y en el caso en que D 0 la recíproca es también cierta, es decir, las- 
ecuaciones [1] se deducen de las [2]. Para demostrarlo, multipliquemos 
las ecuaciones [2], respectivamente, por aun, G12, -.., Gin y Súmense los 
resultados. Observando que 


Anan + Anas +... + Ánan =D, 


mientras que 
Azan + Anta +... + Anan =0, 


para 1 > 1, se deduce que 
D (anzı + apts +... + anz.) = Db, 
de donde, simplificando D # 0, 
anı + Opt + ... + Gala = bi, 
y puede demostrarse similarmente que 
aa Tı + 022 t... F ainTa = bi, 


para i > 1. Luego, en el caso en que D 0, los sistemas [1] y [2] son 
equivalentes. La solución de este último es inmediata y lleva a la ex- 
presión de z;, de la forma 


D; 


Ti = — 


D 
donde 
D; = Aribi + Asib: + ... + Aniba, 


es el desarrollo por los elementos de la ¿-ésima columna del determi, 
nante que resulta del D reemplazando su ¿-ésima columna por b,, bz, ...- 
- - -s Dn, segundos miembros de las ecuaciones [1]. Así llegamos a la si- 
guiente regla para resolver los sistemas de ecuaciones lineales: 


Regla de Cramer. Si el determinante D de un sistema de ecuaciones 
lineales es distinto de cero, el sistema tiene una solución y esta solución 
es única. Los valores de las incógnitas aparecen como cocientes de los 
determinantes. 


donde D; resulta de reemplazar la ¿-ésima columna de D por b,, bz, bs, ...- 
Ser Dn. 
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Ejemplo. Resolver por determinantes el sistema 
5x+ 424+2t=3 
r—y+22+ t=1 
4xi+y+22 =1 
+y+ z+ i=0 


El determinante de este sistema es: 


5 0 4 2 i—i 2 2 o 0 0 ı 
palba A A a 
4 1 2 0 4 1 2 0 4 1 2 0 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
—1 2 1 o 0 
56 
= —|4 1 2 | = —|4 5 Als = = 7, 
2 1 
1 1 2 —1 
Además 
3 0 4 2 3 0 4 2 3 4 4 2 
Dı = 1 —1 2 1j 10 —2 PS 0 0 lj a 
1 1 2 0 1 0 1 —1 1 —2 1 ~l 
0 1 1 1 0 1 1 1 0 3 1 1 
3 4 4 10 1 
3 10 1 
=|1 —2 1j=]1 0 0j=— =—?7, 
3 1 
0 3 1 0 3 1 
y similarmente 
53 4 2 5 0 3 2 
D: = 1 1] 2 1 27 Dı = 1 —1 1 1 =7 
4 1 2 0 4 1 1 0 
1 0 11 4 1 0 1 
5 0 4 3 
Di = a oa z =—?7, 
4 1 2 1 
4 1 1 0 
Luego, finalmente 
z=] ; y=—1 ; 2=-—1 ; i=l. 
Problemas 
Resolver por determinantes 
1.27—2=1 2 r+y+z=a 
21+4y—2=1 2+(1+0y+2=20 


1—8y—32 = —2 +y+(1+0)2=0 


260 TEORIA DE ECUACIONES 


3.51+42+2!=3 4.3x1+2y-—:2=5 
-—y+22+t=1 r—y—it=0 
4di+y+22=1 3r—2y—z—tmá4 
r+y+z+t=0 y—t=1 

5. r+2y+2:2+t=—1 6. 2 + 2H 2H 220 
21+y+:2+2t=0 tı + zt: + rı— zı =b 
r+2y+2:2+t=0 tı F ts a Y E 
s+y+z+2t=2 Tı — La — Tts a =d 

7. 2t tr: +r: +z =li 8. rr +2zrz:+2z:+2zr4, =i 
ttrt rı +z =0 Tı tt: +2r;+2r,=2 
tı Hr: +2r: +r =1 tı tt: +4 r; +21 =3 
zı Hr: +z: +2r, =Q A+ tri tzr =4 


10. n +r +z: =0 
Tt: + r+ =0 
ta +r +x%=1 
— ts + ttz: =1 
— LU + 23422 =2 


9.11 +2: >—% = 
la + T3 — Yu = 
Zi F Ti — Ts = 


Xs + Ta — T = 


Pa p p p 


La + la — Za 


2 Ecuaciones lineales homogéneas. — Cuando el determinante 
de un sistema de ecuaciones lineales es cero, el sistema puede ser incom- 
patible —o imposible de satisfacer para cualquier valor de sus incóg- 
nitas— o indeterminado, es decir, que admite infinitas soluciones. Antes 
de discutir este tema en forma general, examinaremos el caso de n 
ecuaciones lineales homogéneas con n incógnitas: 


f = Au i't artz: + ... F antr =0 


fo = 0111 + azat: +... F arnt, = 


Ja = 01171 + ant +... F Ort, =Q. 


Este sistema, cuando su determinante es distinto de cero, tiene sola-- 
mente la solución trivial 


11=0;1%2=0;...;27.=0, 


como se deduce de la regla de Cramer. Pero si el determinante es nulo, 
vamos a demostrar que, además de la solución trivial, es posible satis- 
facer el sistema con valores de las incógnitas que no son cero simul- 
táneamente. La demostración se hará por inducción. En primer lugar, 
el enunciado es cierto para dos ecuaciones 


Quti + anz: =0 ; 0921 + azr: = 0, 
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pues si todos los coeficientes fueran cero, el sistema se satisfaría para 


valores arbitrarios de zı, 12. En caso contrario, sea, por ejemplo, a1 x 0. 
Entonces: 


zı = — — T2, 
Gu 


y sustituyendo esta expresión en la segunda ecuación, ésta se convierte 
en: 
Qi Q22 — Arz Q21 


Qu 


t: = 0, 


o sea 
0.ze = 0, 
suponiendo 


an az — Ay Ag = 0. 


Luego, zz puede ser elegida arbitrariamente; por ejemplo, sea t: = 
— an 0 y entonces ambas ecuaciones se satisfarán si zı = @. Para 
completar ahora la demostración por inducción es suficiente demostrar 
que un sistema homogéneo de n ecuaciones con n incógnitas tiene solu- 
ciones no triviales si su determinante es cero, supuesto que esta pro- 
piedad se cumple para n — 1 ecuaciones con n — 1 incógnitas. No hay 
nada que demostrar si los coeficientes ai; son cero. En caso contrario, 
mediante un cambio conveniente en la notación de las incógnitas y en 
el orden de las ecuaciones, podemos suponer que as + 0. El sistema 


f=0;f=0;...:f.=0, 11] 
es equivalente al sistema 
h=0;5-Tp=0;..-Bf=0, [2] 
Qiu Ann 


au M Cin 
D= Q21 Q2 Arr 
Ani Qn2.-.. Aann 


En efecto, el determinante del sistema [2] se obtiene de D multipli- 


; A E a21 a31 Ca 
cando su primera fila respectivamente por — ; — j...3 y res- 


Qiu Cu Au 
tándola de la segunda, tercera, ..., n-ésima filas; por estas operaciones 


el valor del determinante no altera. Desarrollando el determinante así 
obtenido por los elementos de la primera columna, tenemos: 


D = aâ, 
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donde å es el determinante del sistema de ecuaciones 


A E A a EE [8] 
a an 


que no contiene zı. Desde que, por hipótesis, D = 0 y an 0, el deter- 
minante del sistema (3] de las n — 1 ecuaciones con n — 1 incógnitas 
Z2, ..., Tn es cero. En consecuencia, suponiendo válido el teorema para 
n — l ecuaciones, es posible satisfacer [3] con valores zz, no todos iguales 
a cero. Determinando entonce” zı de la ecuación 


f =0, 


el sistema [2] y el sistema equivalente [1] se satisfacen, de manera que 
no todas las incógnitas son cero. 

Así hemos demostrado el siguiente teorema que, a pesar de su sim- 
plicidad, está entre las herramientas más útiles y frecuentemente apli- 
cadas en las investigaciones matemáticas: 


Teorema. Un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas con n in- 
cógnmitas, tiene soluciones no triviales sólo si su determinante es cero. 

Como corolario se sigue que un sistema homogéneo en el que el número 
de ecuaciones es menor que el de ¿incógnitas tiene siempre una solución 
no trivial. En efecto, es posible completar el sistema añadiendo un nú- 
mero de ecuaciones de la forma 


07, + Ozz +... +07, =0, 
que no restringen de manera alguna a zı, T2, .. ., Ln, de manera de igualar 


el número de ecuaciones con el de incógnitas. Pero un sistema tal tiene 
su determinante nulo. 


+ 3. Rango de una matriz. Independencia lineal. — Sea 
fi = auzit ... + an Ta 


Jı = anzi + ... + aon Ta 


Fm = amt + ... + amns Ta 


un sistema de funciones lineales homogéneas o formas de n variables. 
Con estas formas asociamos la matriz de los coeficientes 


Qu 012... Cin 
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que consta de n filas (número de las formas) y n columnas (número 
de las variables). Eligiendo en esta matriz r filas y r columnas (r < m; 
r <n) podemos formar con estos r? elementos un determinante de 
orden r. Hay varios determinantes de orden r que pueden formarse 
de esta manera y se llaman menores de orden r de la matriz A. En el 
caso r = 1, los elementos de la matriz se consideran como determi- 
nantes de orden 1. Por ejemplo, con los elementos de la matriz 


0 1 1 0 1 0 
X=|1 2 —1 3 2 4 
4 1 3 0 1 2 


podemos formar: (a) 20 menores de 3er. orden; (b) 15 X 3 = 45 me- 
nores de 2° orden; (c) 6 X 3 = 18 menores de ler. orden. Correspon- 
dientes a la matriz 


0 1 0 
1 2 3 
E —1 —1 —3 
1 4 3 


hay: (a) 4 menores de 3er. orden; (b) 6 X 3 = 18 menores de 2° orden: 
(c) 4 X 3 = 12 menores de ler. orden. Por definición, una matriz es de 
rango p si contiene menores de orden pọ distintos de cero, mientras que 
todos los menores de orden p + 1 (si los hay) son nulos. El hecho de 
que todos los menores de orden p + 1 sean iguales a cero implica que los 
menores de orden > p + 1, si los hay, lo sean también. Por ejemplo, la 
matriz X es de rango 3, por contener el menor de tercer orden: 


0 1 1 
1 2 —1 | =— 14 
4 1 3 


que es distinto de cero, mientras que no existen menores de 4° orden. 
La matriz Y es de rango 2 ya que contiene el menor de 2° orden 

0 1 
1 2 


=-—1 


distinto de cero, en tanto que los cuatro menores de 3er. orden son 
iguales a cero. Las formas lineales fi, f2, .. .,fm correspondientes a la 
matriz A se dicen linealmente independientes si la relación idéntica: 


MÍ + defi +... + Amfm = 0, 


no puede ser satisfecha por la elección conveniente de las constantes 
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MN, Az, - + -, Am, Salvo para M = M = ... = hm = 0. De lo contrario, si 
pueden hallarse constantes M, M, ..., Am no todas nulas, de modo que 


sea idénticamente en las variables z3, 12, ..., Em 


MÍ + df +... + Amfm= 0, 


entonces las formas fi, fz, ..., fm se dicen linealmente dependientes. 
Sea c el máximo número de formas linealmente independientes entre 
las fi, f2, - --, fm. Entre este número o y el rango e de la matriz corres- 


pondiente a las formas fx, f2, ..., fm, existe una relación simple expre- 
sada por el siguiente teorema: 


TEOREMA. Si la matriz correspondiente a las formas fi, fo, ..., fm es 
de rango p, entonces entre estas formas hay e linealmente independientes 
y cualesquiera ọ + 1 formas del sistema fı, fz, ...,fm son linealmente 
dependientes, es decir que o = p. 


DEMOSTRACION, Por un cambio eventual en la notación de las variables 
y en la numeración de las formas, podemos suponer que el menor de 
orden p, diferente de cero, es 


01 01 Alo 

D= Q21 Qz 020 

Goa Ur Qop 
Entonces, las formas fi, f2, ..., f, son linealmente independientes. En 
efecto, tratemos de hallar constantes ^i, Az, ..., An tales que sea idénti- 

camente. 
MÁ taf t.. +A =0. 

En esta ecuación, iguálense los coeficientes de 21, £2, ..., Tp A Cero, 


obteniendo el sistema de ecuaciones homogéneas 


Aian + à aa +... +A =0 
Man H Aag +... + Apo =0 


Ai dip F Azaz +... + Apap =0 


cuyo determinante D’ difiere del D solamente en que las filas de D’ 
son columnas de D y viceversa. Luego D' = 0 y por lo tanto à = »% = 


=... = à; = 0, lo que demuestra que las e formas fi, fa, .... fọ son 
independientes. Ahora sea k > p; deseamos demostrar que las formas 
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fi fe, -.., fo y f son linealmente dependientes. Con este fin, considere- 


mos el determinante 


Au Q... Ur fi 

Qa Ga... Q2ọ f: 
A = e 

Qoa Go «Go fo 

ak ük --. Oro fk 


Reemplazando en la última columna fı, f2, ..., fẹ por sus expresiones 
en las variables x,, £2, ..., Un, el determinante Á se desdobla en la suma 
de determinantes del tipo 


Ou 012... Qip Uis Yo Qi 012... Qip Gi 
Qan ax Q2 Grs Xo a21 Uz A2; Qo 
AREE E E E EER E A = e a EE E TR E 
Qa Qp Qo Aes Ts aa Qez Qop Qoo 
Ak Akz... Ako Aks Ts Ah Qk... Akp Ak 


p de los cuales, correspondientes a s < pọ, son iguales a cero por tener 
dos columnas idénticas; los restantes n — p son iguales a cero por ser 
proporcionales a los menores de orden y + 1 de la matriz A. Luego es, 
idénticamente en las variables 21, £2, ..., Un: 


an Qi... Qg fi 
Q2 Q22 ... A2; fe 
A= =0 
a Qp... Gpo fo 
Gx Qk... Qka Se | 


Desarrollando por los elementos de la última columna, tenemos la 
identidad de la forma 


Dfie + Difi + Dof + ... + Dife=0, 


en la que D #0. Luego, las formas fi, fz, ...,f;, fg son linealmente 


dependientes y fk para k > e, puede ser expresada como sigue por 
medio de fı, fo ..., f. 


hk=bfi+hf+...+Lf. 
Tómense ahora ọ + 1 formas cualesquiera 
far for sha 
y expréseselas por medio de fi, fa, ..., fo: 
fa = Arifi + Art... +4 fo 
Je = Bifi+ Bafo+... + Bof, 


h= 


Ii 


LA+Lf+... + Life 
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Elíjanse los números a, b, ...,l, no todos iguales a cero, de manera 
de satisfacer las p ecuaciones 
Aja + Bib + AO, +Ll=0 
Aa + B.b+...+L2el =0 


con p F 1 incógnitas; entonces: 
afa +t bfe +t... +h =0 
de manera que e + 1 formas cualesquiera son linealmente dependientes. 
CoroLarIo. Cualesquiera n + 1 formas con n variables son lineal- 
mente independientes, puesto que la matriz correspondiente no tiene menores 


de orden superior a n y su rango es sn. 


Ejemplo. Consideremos las formas lineales de tres variables z, y, z: 


h=y 
fi=2+2y+32 
fi=—x—y-—32 


fi=z+4y+32z 


La matriz es la anteriormente llamada Y de rango 2. Luego, entre estas formas hay 
solamente dos que son linealmente independientes. Podemos tomar como tales a fı y fz- 
Para expresar fa y f4 en función de fı y fz considérense los determinantes 


0 1 Jı o i fı 
1 2 fj=0 ; 1 2 f|=0. 
—1 —i fs 1 4 fı 


Desarrollando encontramos 
—fifi+f=0 ; —fi+f:+2Íf=0 


de donde 
f= fif ; fo=2f +42 


x 4. Cómo determinar el rango de una matriz. — Para encontrar 
el rango de una matriz se la reduce, por una serie de transformaciones 
que no lo afectan, a una cierta forma normal de la cual se puede encon- 
trar el rango requerido por simple observación. Estas transformaciones 
son las siguientes: 


1. Intercambio de dos filas. 
2. Intercambio de dos columnas. 
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3. Suma de los elementos de una fila a los de otra, multiplicados 
por un factor arbitrario. 

4. Suma de los elementos de una columna a los de otra, multiplica- 
dos por un factor arbitrario. 

Para demostrar que estas operaciones dejan inalterado el rango de 
la matriz, introdúzcanse formas lineales correspondientes a la matriz: 


Jofo sfm. (1] 


El número de formas independientes entre éstas es el rango de la ma- 
triz. Ahora, el intercambio de dos filas lleva a alterar el orden de dos 
de estas formas, lo que evidentemente no cambia el número de formas 
independientes en el sistema [1]. Pare demostrar que la adición de los 
elementos de alguna columna multiplicados por un factor a los de 
otra no cambia el rango de la matriz, supóngase, por ejemplo, que los 


elementos de la segunda columna multiplicados por A se suman a los 
elementos de la primera columna. La nueva matriz corresponde a las 


formas fi’, f2, $3, ..., fm, Obtenidas de las fi, fz, . .., fm introduciendo 
nuevas variables z)’, x2', ... £n’ tales que 
Ti = 2f HAT? ; T2 = 2? ;... j En =T, 


de donde, recíprocamente: 


xl = tı — À T ; Zo” = X: z e.. ¡Tp = Ya. 


Pero las formas que son independientes cuando se expresan por va- 
riables 21, £2, ..., Zn serán evidentemente independientes cuando se lo 


hace por nuevas variables z’, 22, ..., In” y recíprocamente; luego, el 
número de formas independientes entre las fi’, fz, ...,fmw. es el mismo 
que entre fi, f2, ..., fm. Finalmente, para demostrar que la tercera ope- 


ración no altera el rango, supóngase que a los elementos de la primera 
fila se les suman los elementos de la segunda multiplicados por à. La 
nueva matriz corresponde a las formas 


h= fita ; =>... m= fm. 
Luego, recíprocamente: 
hh =$ — ip ; f2=d 5... ifm = $m. 
Ahora podemos aplicar el siguiente enunciado más amplio: 
Si las formas q1, d2, -- -, m pueden expresarse linealmente mediante 
fı, J2, - - -, fm entre las cuales hay p independientes, el número p” de for- 
mas independientes entre las $1, bz, ..., Ọm nO es mayor que p. Sean 


fu fs ...,fo e formas independientes entre las fı, fo, .. ., fm por medio 
de las cuales todas las otras formas de este sistema pueden ser expre- 
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sadás linealmente. Entonces, tomando cualesquiera c > p + 1 de entre 
las formas 1, d2, -.., Ọm Y llamándolas, por simplicidad, Y1, Ya, ..., Ya 
podemos expresarlas mediante fi, f2, ...,f,, así: 


A=cufi+crf+... +, 
Y = uf + Cf +... + Cr, 


Yo = Cafi + cfe +... F Co fo 
Para ọ ecuaciones con y incógnitas 21, Az, ..., Ag: 


Cu à + Cad +... Cais = 0 
ciz Ar + C2 ho +... H Ceh =0 


Cip Ài + Cap Ae +... + Cop Ào = 0 
pueden ser satisfechas por valores ài, Az, ..., hs no todos cero, desde que 
hay más incógnitas que ecuaciones. Pero entonces 


MY tapt... + dopo =O, 


lo que demuestra que las formas Yi, 2, ..., Y, son linealmente depen- 
dientes. Luego, se sigue que e” < p. 
Volviendo a las formas 


b=f+WN ; d=f;... 30m =/Ím, 


y llamando p' al mayor de los números de formas independientes entre 
ellas, concluímos que p” < p. Desde que fı, fa, ..., fm pueden expresarse 
mediante $1, $., -.-, Ọm tenemos, por la misma razón p <s p' y luego 
e” = p, lo que demuestra que el rango de la matriz no se altera por la 
operación 3. 

Para reducir una matriz a la forma normal, suponemos que contiene 
elementos distintos de cero. Entonces, por una cierta cantidad de inter- 
cambios de filas y columnas, un elemento que no es cero puede ser 
ubicado en la intersección de la primera fila y primera columna. Multi- 
plicando ahora la primera columna por factores elegidos conveniente- 
mente y sumándola a las restantes columnas, podemos hacer iguales a 


cero todos los elementos de las columnas 2,3, ... pertenecientes a la 
fila 1. Similarmente, podemos reducir a cero todos los elementos de la 
primera columna pertenecientes a la fila 2,3, ... Ahora la matriz tiene 


en la primera fila y en las primeras columnas solamente un elemento 
distinto de cero. Si aparte de éste hay algunos otros elementos distintos 
de cero, llévese uno de ellos a la intersección de la segunda fila y se- 
gunda columna. Luego, mediante las operaciones 4 y 3 redúzcanse a 
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cero todos los elementos de la segunda fila y segunda columna excepto 
el elemento diagonal. Continuando de esta manera: nos será posible 
reducir la matriz a la forma 


a 0...... 0 0 

n AA 0 0 
l ...0 0 
n 

00.0... 00 


donde todos los elementos no diagonales son ceros y en la diagonal los 
primeros p elementos son distintos de cero. El rango de una matriz 
de este tipo es evidentemente pọ y es el mismo que el rango de la matriz 
original. Debe notarse que en el caso de que los elementos de lamatriz 
original sean enteros, la reducción puede .hacerse sin introducir frac- 
ciones, como se verá en el ejemplo siguiente. Además, observando cui- 
dadosamente los intercambios de filas, puede encontrarse cuáles de 
las p formas correspondicates a la matriz original son independien- 
tes. 


Ejemplo. Encontrar el rango de la matriz 


2 3 4 5 6 


4 5 6 7 8 
9 10 11 12 13 
14 15 16 17 18 


Si la colunina 1 se resta de las restantes, la matriz se reduce a 


21234 
31234 
41 2 3 4 
91234 
14 1 2 3 4 


Luego, de las columnas 1; 3; 4; 5 réstese la columna 2 multiplicada por 2; 2; 3; 4 
respectivamente; esto reduce la matriz precedente a 


0 0.00 


N 
=. e e e 
>O © o oo 
O © © o 


~ 


o ooo 
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Intercámbiense ahora las columnas 1 y 2 


10000 
1.1000 
12000 
17000 
112000 
y réstese la fila 1 de las 2; 3; 4; 5. Esto da: 
10000 
11000 
0.2000 
0.7000 
012000 


Ahora réstese la fila 2 multiplicada por 2; 7; 12, de las filas 3; 4; 5, luego de lo cual 
la matriz aparece en la forma redueida 


O Oooo - 
ocoooh o 
o oo0oso 
oo oooso 
o ooo oo 


y su rango es 2. Este es el mismo, por lo tanto, que el rango de la matriz original. Desde 
que las filas no fueron intercambiadas, entre las formas 


fı 
f: 
fa 
f 
f: 


2r+ 3y + 42+ 5t4 6u 
3r+ 4y + 5z+ t+ Tu 
4r4 5y+ 62+ 7t+ 8u 
97+10y+ 1124 1214 13 u 
l4x24+15y4+162+17t 4 18u 


las fı y f: son independientes y las restantes pueden expresarse mediante ellas. Jr 


Hállese el rango de las matrices 


—l1 
2 


1. 
—1 
2 


3. 


Problemas 
2. 2 3 0 
3 4 1 
0 1 — 
4. 2 3 0 —2 
3 4 -—1 3 
9 —1 -2 0 
— —3 0 2 


RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES POR DETERMINANTES 271 


Hállese el número de formas independientes entre las siguientes y exprésense las 
restantes mediante ellas: 


S.f=x+y—z 6. fji =22=y—z2 
fi=3r—y+4z fi =—1+2y—x2 
fi=-—3r+5y-—llz2 fi=—r—y+22 

7.f.=21 43 y —2f 8. fh=:+7:2+t 
fi=3x+4y—2—38 fi=32+2y+152+4 
fi = —y— 2z f=t+2y+2-—t 
fi = —21—3y+2! fi=y—32—t 


xX 5. Discusión general de los sistemas lineales. — Podemos vol- 
ver ahora a los sistemas de ecuaciones lineales. y examinar su resolución 
de una forma más general. Sea el sistema a resolver, consisiente de m 
ecuaciones con n incógnitas 


Ji = an 21 + agt: +... + anin =b 
fı = anı + ant: +... t amI = bz ii 
Ím = Am T1 + am Tz +... + amn Tn = bm 


Supóngase que el rango de la matriz 


Qu Cr... Qin 


correspondiente a las formas lineales fi, fz, ...,fm sea p. Entonces, el 
número máximo de formas independientes entre éstas sería p. Podemos 
suponer que estas formas independientes son fı, fz, ...,f,. También, 
por un cambio en la notación de las incógn“tas podemos suponer que 

04 QR... Qt 


d= 021 az ... Az; x0. 


Ap Qp... Ao 
Llamanco « a cualquiera de los números p + 1; p + 2;... ;m, con- 
sidérese el determinante 
Ga Gi... Qip fi—b, Qu Gr... fi Qu QA... bi 
On è Qa Oz Jz —b: a an fa Aa az bz 
D. A O EEEE EEEE O O EEE E E EE E TEETER E 
Ca ap Qo fe b, apa Qg Ío Qa Q; 0 
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el primer determinante del segundo miembro se reduce idénticamente 
a cero como se demostró en el Párrafo 3; luego, para las variables x,, 
Tr, -.., Zn tenemos la identidad 


Qu O... @ bi 
Q2 AR... A? ba 
D, = — s 
Go Go... by 
Qs 002... Ago De 
Supóngase ahora que el sistema [1] es resoluble y que 21; Ye; ... ; Ew 


son números que lo satisfacen. Entonces: fı — bı = 0; fz -- ba = 0, ... 

.. fm — bm = 0 y todos los determinantes D, = 0 para c = ọ + 1; 

. ;m, lo que nos conduce a la conclusión de que el sistema [1] no 

tiene solución a menos que se cumpla la siguiente condición de compa- 
tibilidad : 


Qu Gr... 01 bı 
dd QU... Q2 ba 
A, = = 0 

Qa Qp... Ap bo 

Qo Ua... Asp ba 
para s = ọ + 1;...;m. Recíprocamente, si estas condiciones se satis- 
facen, tenemos idénticamente 

D. =0, 

para o =p + 1;...;m. Pero desarrollando D, por los elementos de 


la última columna, tenemos 
d (f. — bo) +h — bı) +... + de (fe — dy) =0, 
idénticamente en 21; 22; ... ; £n, de donde, desde que d = 0, se sigue que 


fa — ba = Cro (fi — di) + Cze (f2 — da) + ... + Cos (fo — do), 


para c =p + 1;...;m, lo que demuestra que todas las ecuaciones [1] 
se satisfarán una vez que las primeras ọ de entre ellas 

f—b=0;f—b:=0;...;f,—b,=0, [2] 
se satisfagan. Ahora, éstas se satisfacen en la forma más general atribu- 
yendo a Zo+1;...; Un valores arbitrarios (supuesto pọ < n) y resolviendo 
[2] para zı; 22; ... ; Ze por la regla de Cramer, lo que es posible desde que 

Qi 0412... Qt, 
d = Q21 Az 02 =0 
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La conclusión a que nos ha conducido esta discusión es la siguiente: 
Si la matriz de un sistema de m ecuaciones con n incógnitas es de 
rango ọ y las condiciones de compatibilidad 


A, =0 


para c = ọ + l;...;m no se satisfacen, el sistema no tiene solución 
o es incompatible. Por el contrario, si las condiciones de compatibilidad 
son satisfechas, el sistema es resoluble y n — p incógnitas pueden tomar 
valores arbitrarios quedando entonces las restantes determinadas. 

Este criterio puede expresarse en una forma elegante tomando en 
consideración, además de la matriz del sistema 


anu Ur Ain 
As az Q22 Qon 
Ani an. Can 
la así llamada matriz ampliada 
Qi Qi... Qin bi 
B= Qn Ax Amn da 
Ani Ap. Can bn 


Todos los menores de Á se encuentran entre los de B, de manera que 
el rango de B no puede ser menor que el de A que:hemos llamado pọ. 
Los únicos determinantes de orden ọ + 1 de la matriz ampliada que no 
figuran en A son los determinantes A, Luego, si todos estos determi- 
nantes se anulan, y solamente en este caso, el rango de B es p. Es decir, 
la anulación de los determinantes A, es la condición necesaria y suficiente 
para la compatibilidad del sistema. Por lo tanto, la condición necesaria 
y suficiente para que un sistema de ecuaciones lineales tenga solución es 
que el rango de la matriz ampliada sea el mismo que el rango de la matriz 
del sistema. 


Ejemplo. Examinemos el sistema 
j= 324+2y+ 524 4t=0 
f= 51+3y+ 224 t=1 
fi=l1124+7y+122+ 9t=k 
fi= 4r+3y+13z+1lt =} 
El rango de este sistema es 2 y las formas fı y fz son independientes. Aún más: 


3 2 
5 3 


d= 0, 


274 TEORIA DE ECUACIONES 


de donde k = 1; 1 = — 1. Por lo tanto, a menos que k = 1; l = — 1, el sistema pro- 
puesto no tiene solución. En el caso de que k = 1; ¿ = — 1 tomamos las dos primeras 
ecuaciones y las escribimos en la forma 
324 2y = —5z2—41 
5r4+3y = —22—t+1 
y resolvemos para z e y. Esto da: 
T=1124+ 10142, 
y = —19z —17ł:— 3, 


y con z e y así determinadas, todas las ecuaciones quedarán satisfechas, mientras z y t 
serán totalmente arbitrarias. Jr 


Problemas 

Examínese la compatibilidad de los siguientes sistemas: 

1.2:—y—s=1, 2. 2z +3y=1, 
z—2y+z=ì, 3+ty+4z=0, 
x+y—2:2-1. y—2z=3. 

3. 2x+y+22+t>-0, 4.21 4+43y-—2t=k, 
x+2y4+:+2t=0, 3r44y—z—3t=l, 
TI—y—:—t=2, y+2z=1, 
ty +z+t-i. 224+3y-—21=0. 

S.iry—oz+tt=1, 6 r+y+2+t=0, 
zx+2y—:2+3t=-1, 2124 3y-—22+t=1, 
z—i—it=], —y+4tz+1=2, 
z—y+:2—31=3. z+4+5z+2t = —l. 


Aplicaciones geométricas de los determinantes 


xk 6. Ecuaciones de rectas, planos y círculos en forma de deter- 
minantes. — Es fácil escribir en forma de determinante la ecuación 
de una recta determinada por dos puntos distintos o la de un plano 
dado por tres puntos no alineados. Sean A, (11;Yy1) y 4Az (22; 42) dos 
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puntos distintos dados por sus coordenadas con referencia a un sistema. 
de ejes ortogonales. El determinante 


i z y 
1 Tr Yı =0 (9 
l n2 y 


desarrollado, es una ecuación de primer grado en z e y si sus coeficientes 


l z 


F EE i B = 
1 z: 


l y 


no son ambos iguales a cero. Luego, [1] representa la ecuación de una 
recta expresada en forma de determinante. Se satisface para z = T), 
= Y y T=, Y = yz de manera que la recta determinada por [1] 
pasa por los puntos A: y Az. Tres puntos A; (z1; Yı), Ax (T3; y2), As 
(23; ya) estarán por lo tanto alineados sólo si 
lL n y 
i n ypj|=0. 
1 z ya 


Supóngase ahora que A; (21;Y1; 21), Az (T2; Y2; 22), As (23; Ys; 23) son 
tres puntos no alineados en el espacio, determinados por sus coordenadas 
referidas a un sistema de ejes ortogonales. La ecuación 


1i z y z 

lay 1 
la y: 22 
l 2% ya 2 


=0 [2] 


es de primer grado en z, y, z y sus coeficientes: 


l YN 2 la 2 la y 
A=—|l y 2|;B=|1l mx 2|C=—]|1l nny 
Í ys 23 l Zi 2 l zx 2 


no son los tres iguales a cero, pues la anulación de los tres significa que 
las proyecciones de A;,, Az, Az están alineados en los tres planos YOZ, 
ZOX, XOY lo que implica que A,, Az, Á; sean colineares. En conse- 
cuencia, [2] representa un plano y este plano pasa por A,, Az, As puesto 
que el determinante se anula para 


T= 1; y =y; 2 = Z. 
T= Y; => 2=2%. 
z= T; Y =Y; e E 
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Igualmente fácil es escribir en forma de determinante la ecuación 
de un círculo que pasa por tres puntos no alineados A1( x1; Yı); Az (z2; y2) 
As (23; Ys). 

La ecuación 

L +y xr y 
a? + Y? Tı Yı 
12 HY? le ye 
22 + y T3 Ya 


=0 [3] 


pp pd pd ps 


tiene la forma 
A (2 +2) +rBr+Cy+4D=0, 
con 
tı Yı 1 
A=|x ya 1 
Ta Yz 1 


distinto de cero. Luego [3] representa una circunferencia que pasa por 
A, Az, As. Similarmente la ecuación 


L +y t? z y z 1 
r? Hy HZ t Yy z 1 
zè + yè Hz de Ya z2 1 
T3 + Y + 2 T3 Ya zs 1 


=~ 0 [4] 


representa una esfera que pasa por los cuatro puntos A, (%1; Y1; 21), 
Ao (£2; Y2; 22), A3 (£3; Ya; 23), Ad (£4; Ya; 24) que no están en el mismo 
plano. Ye 


Xk 7. Area de un triángulo y volumen de un tetraedro. — Si 
Ar+By+4C=0 [1] 


es la ecuación de una recta l, y P (X; Y) es un punto arbitrario, la 
expresión 


_ 4X+BY+C 
VEFE 


representa la distancia de P a l tomada con un cierto signo. Considérese 
ahora un triángulo con vértices A, (z1; yı), A2 (22; Y2), A3 (x3; ys). La 
ecuación del lado 4, 42 puede escribirse en forma de determinante 


lx y] 
l 2, Yi =0 
l R ye 
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y los correspondientes coeficientes A y B en la ecuación [1] son 
A =Y—Ya B = n — t, 
tal que 


VÆ F B = Y (12 — 21)? + (Y — Ya)? = la, 
es la longitud del lado A, A2. Luego: 
l zs ya 
l n n|: 
l za y 


representa la altura desde el vértice As tomada positiva o negativa, 
y por lo tanto 


l 23 Ya l n y 
1 Tr Yı = l z Ya 
| l r y l 23 Ys 


es el doble del área del triángulo 4, Az A; tomada con signo + ó —. 
Llainando A a esta área, tenemos entonces: 
l an y 
+2A4A=jl m y 
l z Y3 
y puede agregarse, dejando la demostración a cargo del lector, que el 
signo será + ó — según que el sentido del triángulo A, Á; Á; (con este 


ordenamiento de vértices) sea positivo o negativo. 
La distancia de un punto P (X; Y; Z) al plano 


Ar+By+C2+D=0, 
tomada con un cierto signo, está dada por la fórmula 


da AX +BY+CZ+D_ 
A+ B? + O 


Considérense ahora los cuatro vértices Á; (z1; Y1; 21), Az (T2; ya; 22), 
Àa (£3; Y2; zs), As (za; Y4; 24) de un tetraedro. La ecuación del plano 
Aı Á: Az escrita en forma de determinante es: 


z y z 


1 

ln al_zo 
l Y n z 
1 


Ts Ys 23 
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y los correspondientes coeficientes 


1 Y 2 1 Zi 21 | 1 T Y 
A=— |l y a| B=|1l n z| C=-— [1 n ml, 
1 Ya 23 I Z3 2 I 23 Ya 


representan numéricamente el doble del área de las proyecciones del 
triángulo A, Az As sobre los planos coordenados YOZ, ZOX, XOY. 
Como se sabe por Geometría Analítica, la suma de los cuadrados de 
estas áreas es el cuadrado del área del triángulo A: 42 Ás. Llamándolo 
A, tenemos, por lo tanto: 


A+BFO=44?, 


y la distancia del vértice 44 del tetraedro a la cara opuesta, tomada 
con signo + ó —, está dada por 


l Z4 ya 2 l nayza 

-a 1 l z Y aj Lat 1 z Y 2 
2 l n y ze 2A|1 23 ya 23 

l Z3 y 2 la y 2 


Desde que el volumen V del tetraedro es 


1 
V=x-—Ad, 
3 
tenemos finalmente 

t Y 4 1 

2 1 
+6V = a 
T3 Y3 23 1 
Las ya Za 1 


El signo + depende del sentido atribuído al tetraedro A, A2 Az As, 
tomándose los vértices en este orden: pero no es necesario para nosotros 
examinar aquí esta cuestión del signo Y. 


xK 8. Potencia de un punto con respecto a un círculo. — Con- 
sidérese un círculo T con centro en O y radio R y un punto P a una dis- 
tancia PO = d del centro. La expresión 


p=4—R, 
se llama potencia de P respecto de T. Sea la ecuación de T 
z? +y + Ar+By4C=0, 
que puede escribirse también en la forma 


(z — a)? + (u— b} — R =0, 
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siendo a, b las coordenadas del centro de T. Sustituyendo en ellas z, y 
por las coordenadas X, Y de P y teniendo en cuenta que 

(X —ay + (Y —b =ë, 
vemos que 
(xX —ay + (Y —d —B” = p, 
en otras palabras, la potencia de P (X; Y) con respecto al círculo 
+y 4 Ar+ By4C=0, 


p=X+P4AX+BY4C. 


T +P zx y 
tye 2 y 
T HY zm y 
Tè +H Y? zz y 


=0 [1] 


pmb pb p pal 


la ecuación de la circunferencia que pasa por los tres puntos A, (z1; yx), 
Az (T2; Y2), As (23; ya). Desde que el coeficiente de z* + y* en el deter- 
minaute [1] desarrollado es 
Y 1 
Za Ya 1 
T3 Y: 1 
que representa el doble del área A del triángulo A: Ax Ax, se ve fácil- 
mente que el determinante 
zè t yë za ye 
a+y n y 
mty? n y 
z + Y? Tı Ya 


pub pi pè jat 


es el producto de 2 A por la potencia p de un punto A, (za; y4) arbi- 
trario coù respecto a la circunferencia cireunscripta al triángulo A, A: As. 
Por una redistribución de las filas en este determinante tenemos 


xy Y 
I? + y zm oy 

— 2 Ap = 
R T + y? TZ: ya 
Te t yè ze ya 


pi pi pd pd 


Combinando de una manera conveniente esta importante fórmula 
con la regla de multiplicación de determinantes, estaremos en condi- 
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ciones de obtener identidades notables que llevan a interesantes teoremas 
geométricos yk. 


A 9. Corolarios geométricos. — Multiplicando fila a fila el deter- 
minante 

gè +H yè —2% —2y 1 

zê + ya —2 Ta —2 Yz 1 

z? +y? —2% —2y3 1 

1 


= — 8 Ap 
zè Hye —2 ra —2 y 
por 
la y zê +y? 
l ze y rè + y? 
=24 
l zx Y zê + y? P 
la y zê +H ye 


y poniendo, por brevedad: 
By = (z; — 2) + (y — yY, 
tenemos 
0 Py Puy Pu 
Liz 0 Paz Pos [1] 
Pus Pa 0 Pau 


Pu Pa Pu 0 


— 16 A? p? = 


Esta es una relación entre el área A de un triángulo A, 42 43, la 
potencia del punto A, respecto a la circunferencia circunscripta al tri- 
ángulo y las seis distancias a Jos puntos 4,, Az, Az, A4 tomados dos a 
dos. Multiplicando las columnas 2, 3, 4 en el determinante (1] por (ls l14)?, 
(ht 11492, (hli), respectivamente, tenemos: 


0 (liz lis l4)? (liz las l4)? (li las l14)? 


Pa 0 (liz les l4)? (liz hs los)? 
— 16 A? p? (liz lis 10)? = Pis (lía ha da)? 0 Aa ls i 
Pia (lia ha l24)? (ha ha laa)? 0 
o sea 
0 1 1 1 
2 2 
1 (lis das)? (liz Laa)? 0 


y finalmente 
10 1 1 1 
1 0 (la l23)? (ha l34)? 
— 16 A? p = . 
p | 1 (lia lz)? 0 (h las)? [21 
1 (lis dad)? (hlz)? 0 
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Supóngase que Á, se sitúa en el centro de la circunferencia circuns- 
cripta al triángulo A: Az Az; entonces: p = — R? y lu = lu = lu = R. 
Simplificando el factor R* en ambos miembros de [1], llegamos a la si- 
guiente relación entre los lados y el área de un triángulo, en forma de 
determinante: 


0 Pe Ps 1 1 0 Py Pis 
Po 0 Pa 1 1 Pe 0 Pa 

l eR = 
194 Pis Pe 0 1 1 Pis Pg 0 
1 1 1 0 0 1 1 1 


Para utilizar notaciones más familiares, sean a, b, c los lados y sea 
ln =4, lu =b, l3 = Cc. Entonces: 


10 æ p 
i æ 0 e 
2 = 
164 18è e 0 
0 1 1 1 


o bien, desarrollándolo 
16 A? = (a +b +c) (a +b—c)(a +4c—b)(b4+ec—a), 
que es una fórmula bien conocida. Comparando el último determinante 
con el segundo miembro de [2] deducimos una fórmula interesante 
16 A? p? = (las la + lus la + h2 ls4) (las ba + lis la — he laa) 
(las lia + liz lsa — lis das) (lis das + hia lsa — las h4)e 


Supóngase que los cuatro puntos A,, 42, A3, 44 están en un mismo 
círculo; entonces p = 0 y, dejando de lado el factor positivo 


ls lu + lus las + lía lua, 


tenemos una relación entre las distancias de cuatro puntos de una 
misma circunferencia: 


(las lía + lis las — lia ls4) (les lia + helsa — la dea) (lis laa + halse — lss ha) =0, 
o bien, escribiendo por simplicidad: 

lg=a4, b: =b, lu=c, 

lu =d, hs =e, la=f, 


entonces: 
(bd + ef — ac) (bd + ac — ef) (ef + ac — bd) =0. 


Si A; Az Ás A; es un cuadrilátero convexo de lados A; Az = a, Az As = 
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= b, Az As = c, A As == d y diagonales A; Az = €, Az As = f, entonces 
necesariamente: 
ac + bd — ef = 0. 

Para demostrar ésto, téngase en cuenta que en A, Az Az A4, que está 
inscripto en un círculo, la suma de los ángulos opuestos es 180° y por 
lo tanto hay un lado para el cual los dos ángulos adyacentes son obtusos. 

Si se elige la nomenclatura de manera que ese 
As lado sea b, entonces, evidentemente es: 
e>aje>b;f>b;f><c, 
y tal que ef > ac y luego 
bd + ef —ac >0. 
Por otra parte: 


ef —bd = e (f —b) —b(d—e), 


es positivo en el caso de que d < e, desde que f > b. Si d > e, se deduce 
de la desigualdad casi evidente 


e+f>b+d 


que 
f—b>d—e 


y nuevamente, que: 
ef —bd > (d — e) (e — b) > 0. 


Luego, en todos los casos, ef > bd y 
ef + ac —bd > 0. 
Por lo tanto, si A, Az As A4 es un polígono convexo inscripto en una 
circunferencia existe la relación 
ac + bd = ef, 
entre el producto de las diagonales y la suma de los productos de lados 


opuestos, conocida en la geometría elemental como teorema de Pto- 
lomeo yr. 


A 10. Extensión a las tres dimensiones. — No hay dificultad en 
extender las consideraciones de los Párrafos 8 y 9 a tres dimensiones. 
En primer lugar, la ecuación de una esfera circunscripta al tetraedro 
de vértices 


As (t1; y1; 21) ; Az (£2; Y2; Z2) ; As(us5ys;zs) ; Aa (T4; Ya; za), 


RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES POE DETERMINANTES 233 


puede presentarse en forma de determinante así: 


T tP tZ z y z 1 
wê tyt n A z É 
t? tyt n hR za 1| =0. 
T? + Y? +2? Zz Ys Z: 1 
Te t YÈ EHZ a ya ze 1 


Además, si Res el radio de la esfera y d la distancia de algún punto 
As (25: Ys; Zs) a su centro, entonces la cantidad 


p= ?— E, 
es la potencia de A; con respecto a la esfera, y como en el Párrafo 8 
podemos establecer fácilmente la relación 
w Hyt n y 
t tyt n h a 
6 Vp = | z? 4 y? +z? zm y 2 
TÈ H yè Hz? zas ya 2 
D Hw tH D ya 
donde V es el volumen del tetraedro A, Az Az A4. Multiplicando fila a 
fila el determinante 
T? +y tza —2t —2Y —2z 1 
Gh +2? —2z2: NA —2z 1 


21 


pb jai pb pun 


pas 


= — 48 Vp 


y +a —2% Sak 2% 1 


la Y a ar34+4y+2 
2 2 
1 Bi de cal ida e = —6Vp 
ha Do Ys z mtma 
y haciendo, por brevedad: 
Pa = (t: — 1 + (Y — yY + Ci — z), 
tenemos: 
0 Pa Pio Pu Ps 
Pu 0 Pa Pu Ps 
288 Vip? = | Ps Pp 0 Pu Ps 
Bu Pu Pu 0 Ps 
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Los números l, son las diez distancias entre los cinco puntos A;, Ax, 
As, Al, As. Si As se sitúa en el centro de.la esfera circunscripta al te- 
traedro Á A2 As Au; entonces p = — R? y 


lu = ls = la = lp = R. 


Simplificando el factor Rt en ambos miembros, llegamos a la expre- 
sión, en forma de determinante, del volumen del tetraedro en términos 
de sus aristas: 


0 Pe Ps Pu 1 
Py 0 Pa Pa 1 
288 V? = | Pis Po 0 Pa 1 
Pu Pa Pa 0 1 
0 


1 1 1 1 


Este determinante igualado a cero representa la relación entre las 
distancias mutuas de cuatro puntos coplanares cualesquiera. xy 


CAPITULO XI 


FUNCIONES SIMETRICAS 


1. Definición de funciones simétricas. Funciones sigma. — Un 
polinomio en las variables 21; %2;...; Tn se llama polinomio simétrico 
o función simétrica de estas variables, si no cambia alterando el orden 
de las variables de manera arbitraria. Para ésto basta que el polinomio 
no altere intercambiando dos variables cualesquiera. Por ejemplo, los 
polinomios 

a +b+c—ab—ac—bc ; œ+ db + e—a ; 
(a+b +c)abc, 
son polinomios simétricos, o funciones simétricas, de las variables a, 
b, c. En igual forma: 
al + x t 23t + xt + 3 (21% + 2223) (2,23 + 2224) (51 Za + 2423) 


y 
(1 + La — T3 — T4) (21 + a — Le — T4) (1 + Za — T: — T3), 


son funciones simétricas de las cuatro variables z1; £2; £3; z4. Efectuando 
la suma de todos los términos diferentes que se obtienen de un término 
genérico 

TL o Lm, 


donde gı, &z, --., %m Son enteros positivos, reemplazando los índices 


1,2,...,m por todas las posibles variaciones de m números tomados 
de los 1,2,...,n, se obtiene una función simétrica de las variables 
£i, La, -.., Tn que se llama función sigma, del tipo (xı, da, ..., Um) y Se 


indica con el signo (*) 
Dude... Zpim, 


Por ejemplo, para n = 4: 
E t? t T = 1? 2è T3 + T? 23t + alias H rola + ari Y 
+ rre T rata H ree: + 

+ zê ret + Tr 2 t4 + ads + T3 2 Tr 


(1) Más generalmente, ÈE g (Z1; ta; ... j Zm) significa la suma de todos los términos 
diferentes que se obtienen reemplazando 1, 2, ... m por todas las variaciones posibles 
de m números tomados entre 1, 2,...,n. 
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es una función sigma del tipo (2; 2; 1) en las variables zı, Tr, La, 
Te 

Entre las funciones sigma son especialmente importantes las llamadas 
Junciones simétricas elementales: 


Za=f ¡; nnf ; bnat: =f:;...; 
; D Tı Ts... Ia = Ti Tz... Ia = fae 
También son importantes las < sumas de potencias > 
Sa = È Iie = Z" t r + noo F Tre 
Si una función simétrica $ (zı; T2; . . - ; Ta) contiene un término 
auna... Igo, 
contendrá el conjunto de términos 
a È uz... lg", 
y si éstos no agotan todos los términos de ¢ (21; Z2; .-.; Za), entonces la 
diferencia 
TEE TEE DES, DARTE E Y 
contendrá términos de la forma 
br za... tr, 
y por lo tanto, también: 
bate... z6r. 
Continuando en la misma forma, llegamos a la conclusión de que toda 
función simétrica es una combinación lineal de funciones sigma: 
$ (21; T2; --. 51) = AÈ um... Ian od... mr + 
eE mI... 2 +... 


El proceso de descomponer una función simétrica en funciones sig- 
ma se indicará por medio de un ejemplo. 


Ejemplo. Sea 
$ = (1 + I2 — 23 — 20 (Tı + 23 — 22 — 24) (21 + Za — Ya — 24) 
Este es un polinomio hamogéneo simétrico de grado 3. Los términos genéricos de las 
funciones sigma que lo componen serán: 
TOA 1 7 I4": 
donde 
atatata=3 
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y supondremos que qı > az > a Z a, > 0. Los únicos grupos de exponentes posibles 


- a s = 
3 0 0 0 

1 0 0 
1 1 0 


y quedan sólo por determinar los coeficientes de los términos 


ar? , bai t2 5 Œ nT. 


Para determinar a y b podemos hacer z, = z, = O en œ, lo que no afecta z. los términos 
que sólo poseen las variables Tı y z». $ queda entonces: 


(z1 + 22) (2, — 21) (21 — 22). 


Es fácil ver que a = 1; b = — 1. Para hallar c podemos hacer z, = 0 en d; entonces 
$ queda: 


(21 + 2: — 13) (21 — 22 + 23) (21 — T2 — Za) 


Para hallar el término en 1; z: 2, haceínos notar que puede obtenerse de las siguientea 
maneras: 
Tomando z,, z», 13 de los factores 1, 2, 3 tenemos su producto: + 21 T: Za 
Tomando z,, z,, z2 de los factores 1, 2, 3 tenemos su producto: — 21 T2 T: 
Tomando z2, z,, z: de los factores 1, 2, 3 tenemos su producto: — 31 Za Te 
Tomando zs, zs, zı de los factores 1, 2, 3 tenemos su producto: + T1 Za La 
Tomando x,, 7,, 1: de los factores 1, 2, 3 tenemos su producto: + zı Z2 Za 


Tomando zs, z2, 1, de los factores 1, 2, 3 tenemos su producto: + Z1 3: Za 
Total: 2 zx, 21 Za 


SAPO NP 


Por lo tanto, c = 2 y 
$= Er —Ezx m4 22 1122 %8- 


Si en una función simétrica $ (21; 21; - - .; Za) sustituímos las variables 
por los números 4;, as, ..., 4. que son raíces de una ecuación 


qe + mar”! tmr?+... +p=0, 


el número resultante $ (a1; az; ...; aa) se llama función simétrica de las 
raíces de esta ecuación. Esta terminología no es correcta puesto que un 
número definido no puede ser llamado función, pero está consagrada 
por el uso y nosotros la utilizaremos. Así, las funciones elementales 
simétricas de las raíces a,, 22, .. ., 22 Si la ecuación se escribe en la forma: 


ar +t ar t... += 
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son 
Za =— p ; Laa =p ; Daa: = —Pp;...; 
Zaa... Un = (— 1)" pa 
ó 
ai a2 Q3 
Za = —— ; Lag = — ; Laa = —— ;...; 
ao Qo Qo 


aa... @n = (— 1)” 


Una fuación racional ea las variables g£, £2, ..., Tn: 
$ (21; T2; ... ; Tn) 
A, 
Y (21; T2; ... j Ln) 


donde el numerador y el denominador son polinomios, se llama simétrica 
si no se altera para todas las permutaciones de las variables. Así 


a? b? e? 


+ + 
b+c a+c a+b 


, 


es una función racional simétrica de las variables a, b, c. Si las variables 
en una función racional simétrica se reemplazan por las raíces de una 
ecuación, el número que resulta se llama también función simétrica de 
las raíces de esa ecuación; una terminología incorrecta que, sin embargo, 
acostumbra a usarse. 


Problemas 


Verificar que las siguientes funciones son simétricas y descomponerlas en funciones 
eigma: 


© (z1 + 22) (21 + 23) (22 + 23). 

© (z1 + 23)? + (z1 + 29) z2 + (22 + 23)? 21. 

e (£1 — 22)? T3 + (21 — 23)? 22 + (22 — 2:3)? 21. 

e (z1 + 2)? (a + 20) 00 + (22 + 23)? 20. 

(21 — 23)? (z1 — 23)? + (21 — 22)? (22 — 23)? + (21 — 2)? (22 — 23)?. 
(21 — 22)? (2, — 23)? (22 — 23), 

(2122 + 23202 + (T1 Za + £224)? + (21 24 + 22 23). 


(£1 Za + 23 24) (21 T3 + 2224) (21 Za + 22 23). 


D ONA na UNM 


(z1 + T: — 23 — 14)? + (zi + T: — 12 — t) + (t1 + t — t: — £3)?. 
10. (zı +zr—tiı— za)? (1 42 — 12 Pl ——20)? (1 24120)? + 


+ (z1+t3— tr 74)? (t1 +2:—2:—23)?, 
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2. Fórmulas de Newton. — Las sumas de potencias 
E E H Tns, 


pueden expresarse como polinomios en las funciones elementales simé- 
tricas, o lo que es lo mismo, en términos de los coeficientes de 


Flo) = (x — z) (£ — z2) ... (£ — En) =M+pi7?+... + Pao 


Esto puede verse de la siguiente manera: En muchas oportunidades 
hicimos uso de la identidad 
d 1: 1 1 
TO APO Taa 


f (x) r—t LAA £ — La l 


Escribámosla ea la forma 
ra O ID y 11] 
L—M LTL £ — Za 
y tengamos en cuenta que: 
J (2) = qnl E 3 y) yn 
¡ral Es EDS +... + Saa (o), 
donde 
ha) = rtp ; hl) =H pttp ; 
fa (2) = è + pmi? + pt +m 
y, en general: 
felx) = zt + pr +... +9, 
para k = 1,2,...,n — 1. Introduciendo las sumas 3a tenemos: 


Sr(a) + Srlt) +... +SelEn) = Sk + Pism +... + npr, 


de modo que el coeficiente de "+1 


tidad [1] es: 


en el segundo miembro de la iden- 


Sk + Piska cb... F npr. 


En el primer miembro de la misma identidad el coeficiente de z"—== 
es (n — k) px, e igualando ambas expresiones obtenemos: 


Sk + pisa +... npr = (n — k) pr 


ó 

Sk + Pisa +... + kpk = 0, 
para k = 1,2,...,n — 1. Esta relación sigue siendo válida para k = n. 
De hecho: 


f(z) = rë + pe +... +Pp=0 
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y, efectuando la suma de estas identidades para i = 1,2, ...,n, obte- 
nemos: 
Sa t piñas + --- + npa=0. 
Así: 
sn +m=0 
a» + ps +2p=0 
33 + ps + psi + 3p=0 


reno. non nnnnnonn.n.oon.nnnonaao.oo.. 


2a + Pian + Pr3u2 + --- + pa =0. 


Estas son las llamadas fórmulas de Newton. De estas identidades 
podemos calcular sucesivamente las sumas de potencias de 3,, 82, ..-, 5n, 
en función de los coeficientes pı, Pz, - - -, Pa del polinomio: 


f (2) = (z — z4) (£ — t3) -.. (£ — Za) = 1* + pI +- +Pu, 


y recíprocamente, estos coeficientes por medio de s, 32, ---, 3.. Las 
expresiones de $1, 82,83, .- en función de p Pz, Ps, --., por ser identi- 
dades, serán válidas si se reemplazan pı, Pz, - - - por números, y Tı, £z,- . - 
por las raíces de la ecuación 


*tiprti4...+p=0. 
De esta manera, las fórmulas de Newton permiten calcular por recu- 
rrencia las sumas de potencias similares de las raíces de una ecuación, y 
recíprocamente, podemos caicular los coeficientes de esta ecuación si 


se conocen las sumas de potencias similares de las ruíces. Efectuando 
la suma de las identidades 


T f (2) = rA t part... + paz = 
para i= 1,2,...,n, obtenemos, tomando y=1,2,3,..., las rela- 
ciones de recurrencia 
Sm t Piba + --- FPpta=0 
Ent È Paa + --- EPa = 0 


que nos permite expresar 8,1, Sa;2, --. en función de pi, pr, -.. Las 
relaciones de recurrencia obtenidas tomando y = — 1, —2,... 


Sai t Piña + --- Fpus1=0 
lu: + Pias +... Fpas2=0 


Lana rr rro ro rr o or or rr rr rr 


servirán, en la misma forma, para calcular las sumas de las potencias 
negativas de las raíces, supuesto pa 0. Las relaciones de recurrencia. 
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Para 8n+1, 8n+2... parecen diferentes de ias fórmulas de Newton, pero 
coincidirán con ellas si establecemos que p, = 0 cuando r > n.. Damos 
a continuación las expresiones de 81, 82, . . ., 8 en función de Pı, Pa, ..., Pe: 


$: = — pı 

8 = pi —2 p 

83 = — p? + 3 pı pe — 3 p3 

81 = pi — 4 p? pa + 4p p: — 4 pi + 2p? 

35 = — pi + 5 p° pe + 5 pipi — 5 pa p? — 5 pi p? + 5 pa ps — 5 p 

8s = pıt — 6 pit pe + 6 pè ps — 6 pi? pa — 12 pi pe ps + 6 papa + 6 pips — 
— 6 ps + 9 p? pè — 2 pr + 3 ps. 


Obsérvese que p, = 0 si r es mayor que el grado de la ecuación. 


Problemas 
Calcular por recurrencia: 
L. 81, 82, 83, 81, 85, 86 para 2 —3x+ 1 =0. 
2. 81, 82, 83, $ para T? —32*+2xr—1 =0, 
3. 81, 82, 83, 84 para 14 —4zx—1=0, 
4. 8.2, 83 para 21*—612+x+41 =0, 
5. 8.1, 8.2, 83, 8, para 2¿— r +:x+4+10=0,. 
6. 8,, 82, 83 para 2% + 1?—x+1=0. 


Hallar las ecuaciones de menor grado que satisfacen las condiciones. 

7. 81 = 0; 8: = 5; 83 = — 6. 8. sı = 0; 8: =0; 83 = 84 = l. 
9. 8&1 = 18; 82: = 162; s: = 1701. 

10. 3 = l; 8 = — i; 8 = 1; 8 = — l; 8 = 1. 

11. a, = — l; 8: = 2; 8_3 = — 3. 

12. sı = 0; 8: = l; 83 = 0; 3 = 3. 


13. Si una raíz r de una ecuación f (1) = 0 es mayor en valor absoluto que las demás 
raíces, demostrar que la razón 
8n+1 
En 


tiende al límite r al tender n a infinito. Por lo tanto, para n suficientemente grande es: 


+1 
r= — 
En 
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aproximslamente; y, si todas las raíces son reales y positivas: 


n 

8 — 

AN 
Sn 


Esta es la idea fundamental del método de Daniel Bernoulli para calcular por aproxi- 
mación la raíz numéricamente mayor de una ecuación. ¿Puede idearse un método similar 
para calcular la raíz numéricamente menor? 


14. Aplicar este método a las ecuaciones 
(a) 2—x—1=0 (b) 2—72+4=0 
tomando hasta n = 10, y examinar la aproximación obtenida. 


15. Calcular la menor raíz de 13 + 3z? +2zx— 1 =0 por el método de Daniel Ber- 
noulli, tomando hasta n = 10, y examinar la aproximación. 


nin —1 
* 16. Sean yı, Ya, -.-, Ym donde m = An , las sumas de las raíces de f (x) =0 


tomadas de a dos, y sea: 
Sk = yt Hyt o. + Ym. 


Demostrar que: 


k k 
2 Sk + 2% sk 0004 (y Joost (7 amat 880. 


SuaestióN: El segundo miembro es: 


n 


y 2 (z; + z;)*. 


j=l i=] 


* 17. Si las raíces de la ecuación 2—3x +1 =0 son a, ẹ, y, hallar una ecuación 
cuyas raíces sean a + B, a +y, B+r. 


n(n—1 
18. Yi, Y2, -. -, Ym donde m = kaia ) 


, representan los cuadros de las diferencias 
entre dos raíces de una ecuación de grado n y sea: 
Sk = yt tH ytt... + Ym*. 
Demostrar que: 


2k 


2k 2 
2S = nsa — A ) ssaa + 9 James. + 824 80. 


Suacesrión: El segundo miembro es 


EY... 


jul im1 


* 19. Si las raíces de la ecuación z? — 3r +1 =0 son a, 8, y, hallar una ecuación 
con raíces 


(a— BY ; (a — y} ; (8 — y)?. 
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* 20. Resolver el mismo problema para la ecuación 1i—7zx +7 =0, 


* 21. Hallar el límite inferior de las distancias entre dos raíces reales de las ecua- 
ciones: (a) 2—3x + 1 =0; (b) 3—7x+7:=0. ¿Cómo puede ayudarnos el cono- 
cimiento de este límite inferior para separar las raíces? 


Xx 3. Teorema fundamental sobre funciones simétricas. — El 
hecho de que las sumas de potencias puedan expresarse como polinomios 
de las funciones simétricas elementales, es un caso particular del si- 
guiente teorema general: 

Teorema fundamental sobre funciones simétricas: Toda función simé- 
trica de las variables xi, Za, . . ., Tn puede expresarse como un polinomio 
en las funciones simétricas elementales. Además, los coeficientes de este 
polinomio se obtienen por sumas y restas de los coeficientes de la función 
simétrica. En particular, si estos últimos son enteros, los primeros serán 
también enteros. 


DeEmosTRACION: Entre las varias demostraciones conocidas de este 
teorema, elegiremos una elegante demostración realizada por Cauchy. 
En primer lugar, demostraremos el teorema para el caso de dos va- 
riables zı, tz cuyas funciones simétricas elementales son: 


h= tit te ; fa = tat. 


Sea F (xı; z2) una función simétrica. Ordenada en potencias de 2%, 
puede escribirse así: 


F (z1; x) = Aozi” + Ain” +... + Am, 


donde Ao, Ax, -.., Am Son polinomios en zz. Reemplazando gzz por fı — xı 
y ordenando el polinomio resultante según las potencias de xı y fı tam- 
bién en potencias de x, nos queda: 


F (21; £2) = Boxi + Bisi +... + Bi, 


donde Bo, Bi, ..., B, son polinomios en fı. Introduciendo una nueva 
variable t en lugar de zı, dividiremos: 


$ (À = Bot +B +... +B 


por 


JO =—ft+f. 
Entonces, vemos que, idénticamente en tł: 
pA =$(00 (01 +D, 


donde C y D son polinomios en fı, fz con coeficientes hallados en la 
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forma que se establece en el teorema. En esta identidad hágase ł = qı; 
entonces, por ser f (zı) =0 y 6 (zı) = F (21; 22): 


F (21; 13) = Cn + D. 
Intercámbiese ahora z, y zz. El primer miembro no cambia y tampoco 
C y D; por lo tanto: 
CA+D=CxRw+D 
o bien: 
C(1i—2x)=0, 
idénticamente en zı, 12, y por lo tanto C = 0. Entonces es 
F (21, 22) =D , 
y D es un polinomio en fı y fz, lo que demuestra el teorema para dos 
variables. En adelante procederemos por inducción. Suponiendo que el 
teorema se cumple en el caso de funciones simétricas de n — 1 variables, 
demostraremos su validez para funciones simétricas de n variables. 


Llamando $1, $z, ..-, dn—1 las funciones simétricas elementales de las 
n — 1 variables 22, £3, ..., Zn, tendremos, evidentemente: 


h=u+ A 5fM=00+005-.. Jarm = ti on + oni, 
por consiguiente, recíprocamente: 
h= — ttj ; =r? — nfi thi... pnm 
= (— DD)" [ar ah t on + L e Sna). 


Sea ahora F (£1; T2; ...; Zn), o simplemente F, una función simétrica 
de n variables. Ordenándola en potencias de zı, podemos escribir: 
F = Aon” Aini H... + Ám> 


y aquí los coeficientes son funciones simétricas de x2, £3, ..., Zn. Supo- 
niendo que el teorema se cumple en el caso de n — 1 variables, podemos 


expresar Áo, Ar, ..., Ám como polinomios en $1, de, ..., Ọna Si susti- 
tuímos 1, $3, -.., nı por sus expresiones en zı, fi, f2, ..., fni, los 
coeficientes Ao, A1, ..., Am quedarán expresados como polinomios en 


tr fifa .-., foo. Sustituyendo estas expresiones en F y ordenando 
nuevamente la expresión resultante según las potencias de zı, podemos 
escribir: 

F = Boz’ + Bır + pæ + B,, 


donde Bo, Bı, -.., Bi son polinomios en f,,fz,..., fn—1. Introduciendo 
una nueva variable t, escribimos: 


$ (i) = Bot + Bit +... +B; 


PUNCICNES SIMETEICAS 206 


y dividimos é (1) por: 
SO =P h thtt... + Do. 


El resto será de grado no mayor que n — 1, y tendremos la identidad 
en t: 


$) =/000 + Ct + Gtt... + Caa, 


donde Ca, Ci, ...,Ce- 1, SOR polinomios en fi, Js, .-., fa con coeficientes 
hallados en la forma establecida en el teorema. Hacemos ahora en esta 
identidad t = 7,. Teniendo en cuenta que f (xı) = O, obtenemos: 


Plazas. jaa) = Cn Ht Gnat H o. H Cra. 


Aquí el segundo miembro no varía intercambiando 3; con Za, Zs, . --, Zo 
ni tampoco los coeficientes Ce, Ci, ..., Cos de modo que son válidas 
las siguientes identidades en 2), Ts, -.., Za: 


Car? + Cint ... t Cama — F= 
Cet: + Crn t os +Car—P=0 


eoocL.»oo oo nooo n”rooo .o$pornoS$oooopoooo.o 


Cox? + Cir t o... F Cora FO 
Erto mgnifica que: 
Cet + Cit +... + Cri FP, 
se anula para i = zı, Xs, -.., Zo, y ésto es posible sólo si 
Co=C)=...=Ca2=0 ; Carr—P=0 


de modo que 
P = Caa. 


Pero C.-— es un polinomio en las funciones elementales simétricas 
Su Js - - -, Ja, lo que comprueba el teorema. Se entenderá mejor la de- 
mostración considerando un ejemplo particular. 


Ejemplo. Expresar 
F = (n + m) + 33) (xr + 32), 
en función de 
hentak ; fh=2xxrt+xx2+0% ; ff =2n2%3. 
Ordemando en potencias de n, tenemos: 
F = (m 4 nzi t+ (+ Dm + na (31 + 33). 
Bustituyendo aquí: 


zx r=h—a ; ar == — fhath. 
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y ordenando nuevamente según las potencias de zı: 
F æ — g + fi 22 — fizi +ff. 
Haciendo 
pO = — Etfi — fit tfih, 
y dividiendo por 
SO =E—fP+ftf, 


el resto será: 
fil~ f, 
y, por lo tanto: 
F=ff—f.x 
Problemas 


Expresar por medio de las funciones simétricas elementales: 
lx? (z: + za) + T? (zı + z) + xy (zı + z). 
2. (21 — 24)? (21 — 23)? + (21 — 22)? (22 — 23)? + (£1 — 23)? (22 — 29)”. 


3. Ez? tiz; para n = 3, 4. Ertze para n = 4. 


4. Métodos prácticos. — La demostración del teorema fundamental 
nos proporciona también un método para la representación efectiva de 
una función simétrica como polinomio en las funciones simétricas ele- 
mentales. En la práctica, sin embargo, es más conveniente utilizar con 
este propósito otros métodos más expeditivos; haremos breve mención 
de dos de ellos. Indiquemos con el símbolo 


KLL... Em, 


la suma de todos los términos que se obtienen de un término genérico 


LL.. Tom, 


sustituyendo los índices 1,2, ...,m por todas las posibles variaciones 
de m números tomados entre los 1,2, ...,n. Si entre los exponentes 
ai, %, ..-, %mw NO hay dos iguales, el nuevo símbolo, que puede ser llamado 
función S, coincide con la función sigma con el mismo término genérico. 
Si alguno de los exponentes ai, %, ..., Cm son iguales, entonces el nuevo 
símbolo contiene una repetición de términos que en la función sigma 
sucede sólo una vez. Si entre los exponentes 4, %2, ..., am hay grupos 
A, ft, - - -, € números iguales, es fácil ver que cada término de la función 
sigma se presenta en la función S A!y!... gl veces, de modo que: 


Sins... Lim = Alu! cc. CLE zz... Emm, 
Por ejemplo: 


1 1 
Y 119221 = Sa ; E tagt = > T1% £2% xgb, 
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siendo f ye a. También: 


1 1 
Y 119228038 = — N Lrg" ; mx. = z SI19 Laa Lag Tig» 
6 


si B a. Tenemos, en todos los casos: 
Szia. Sa? = Sret? + Saart, 
por consiguiente: 
KLIT = Sa Sg — Sart, 
puesto que, en general: l 


Sxi” = Ezi” = Sm. 


De manera que es posible expresar mediante sumas de potencias todas 
las doble sigmas 


221% Tag. 
Para expresar en la misma forma las triple sigmas 
Zarza; 
nótese que en todos los casos 
Szt x. Sur = Srt a + Sujezaó+r + Sra Lo yr 
por consiguiente : 
SLI" Log TI? = SaSpiy F SpSapy F Sy Sath — 2 Satyry — Sa SG Sy- 


El mismo método puede usarse para expresar mediante sumas de 
potencias sigmas cuádruples, quíntuples, etc. Como las sumas de po- 
tencias pueden expresarse por medio de las funciones simétricas elemen- 
tales, todas las sigmas pueden ser expresadas mediante estas funciones. 


Ejemplo 1. Consideremos la función simétrica 


F = (z, + z2 — 23 — 234) (z1 + 23 — 22 — 24) (T1 + ta — t: — 13) = 
= Egri — 2x2 2422212223. 


Aquí es 
E zi? zx: = S2? ze = 81 82 — 8 ¡2x0 = 83. 


Designando 


—p= Ez 3 9=27%1% ; —T =t ; 8 =2:T2%3%4, 


las funciones simétricas elementales, tenemos: 
8=—p ; 2 =pP—2qg9 ; ses = —p4+3p— 3r, 


y entonces 
F= — p +4pq—8r. 
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Ejemplo 2. Sea w una raíz cúbica imaginaria de la unidad y 
P = (tı ot: + 23) (21 + 2: F ema) = 
= Ez? — 22122. 
Conservando las notaciones anteriores: 
Br? =p — 2g ; Exx=9, 


y entonces 
F =p — 3q. 


Ejemplo 3. Sea 
F = (z, + oz: + 023) + (21 + 02: + 3) . 


Por cálculo directo: 
F=22Ex— 3232 22+12102:2%3. 
Sustituyendo aquí: 
Ex =—pP+3p—37 ; Lx 22 = 89482 —8=—pPMH3r ; nnn =r, 


hallamos 
F =-—2pP+9p—2r. 


El segundo método para la representación conveniente de funciones 
simétricas por medio de las funciones simétricas elementales, será ex- 
plicado por medio de ejemplos. 


Ejemplo 4. Sea 
F = (21 + 22 — 23 — 24)? + (21 4 Z: — 22 — 20) + (21 + Te — a — 28). 


Este polinomio es homogéneo de grado 2, de modo que reemplazando £s, z2, Zs, Za por 
Ex, kzı, kx3, kx4 siendo k arbitrario, F se transforma en k? F. Si ahora F re expresa por 
medio de las funciones simétricas elementales, para las cuales conservamos las nota- 
ciones — p, q, —7, s, notamos que consistirá sólo de monomios de la forma 


ora, 
multiplicados por factores constantes. Reemplazando zı, Z2, Za, Ze por kti, kx», kts, kte 
es evidente que p, q, r, £ quedan reemplazadas por kp, E” q, Pr, kts, y los monomios an- 
teriores se transíorman en 


pu+2 6437443 p" ae rs, 


y puesto que F está multiplicada solamente por 1, la suma a +284+37 443 en 
todos los términos debe tener el mismo valor 2. Es decir: 


a+2p4 37 +43=2. 


Además, puesto que 2 es la mayor potencia de q, que existe en F, se desprende del 
Párrafo 7 que 


a+f+r1+43=S2. 
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Estas dos condiciones con respecto a a, f, y, 3 se satisfacen sólo para 
a=0 ; f=1 ; y=0 ; 3=0; 
a=2 ; B6=0 ; y=0 ; 3=0; 


La expresión de F en función de p, q, r, 3 es, por lo tanto, de la forma 
F = Ap* + Bg. 
Los coeficientes desconocidos se determinan tomando valores particulares de 2, zs, 
La, z, € igualando los valores de F hallados directamente, con los que resulten de la sus- 
titución de los valores particulares de p y q. Las dos relaciones independientes entre A 


y B obtenidas de esta manera, bastarán para determinarlos. Sean 2, 72, 23, 3, las raíces 
de la ecuación: 


d—e$m0, 


de modo que: 
a=1l;m=tmw=x% =D. 


Será entonces: 


y en consecuencia, A = 3. Sean ahora z,, Z1, za, Z, las raíces ae la ecuación 
z— 2p +r =0, 


de modo que: 
n= =} ; Z =u =0. 


Será, entonces: F = 4; p = —2 g =iy 


4AA—B=4; 
en consecuencia 
B=8, 
y por lo tanto: 
F =3p'— 8q. 


Ejemplo 5. Sea 
F = (ti + ta — 2s — 2) (ti + 23 — ze — 2x4)? + 


+ la + a — 2 — 2)? (a + te — 22 + (a t nany a t unn. 


Este polinomio es homogéneo de grado 4; además, el exponente de la mayor potencis 
de x, que aparece en F es 4. Por las mismas razones que en el ejemplo anterior, para todos 
los monomios 

nora, 
que entran en la expresión de F debemos tener 
a+28+371+43=4 


a+ pB+Y>+3534. 
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Y los únicos números que satisfacen estas condiciones son: 


a B Y 3 
0 0 0 1 
1 0 17 0 
2 1 0 0 
0 2 0 0 
4 0 0 0 


y por lo tanto, la forma literal de F es: 
F = As + Bpr + Cpg + De? + Ep!. 


Una comparación de los coeficientes de zı en ambos miembros nos da E = 3. Además, 
considerando las ecuaciones particulares 


x—1=0. Raíces: zti = 1; z: = — l; 23 =1 tu = —?; 
p=q=r=0;s=—1. 
(x? — 1)? =0. Raíces: zı = l; z: = — l; m = l; z, = — l; 
p =0;g=—2;r=0;s=1. 
z (x — 1) (z? —1)=0. Raíces: zı = l; z: = l; za = — l; z4 = 0; 
p=—1;g=—13r=1;8s=0, 
(1 + 10 =0. Raíces: rı = — 1; t: = — l; a = — l; m = — l; 


p=4;q=5;r=4;s8s=1l. 


Para estas ecuaciones la sustitución da, respectivamente: 


F=64 ; F=0 ; F=19 ; F=0. 


Por otra parte, considerando los valores correspondientes de p, q, r, s tenemos 
—A=64 ; A+44D=0 ; —-B-C+D+E=00 ; 
A+16B+9%6C+36D+256E =0, 
que da: 
4A=—64 ; D=16 ; B=16 ; C=-—16 ; E=3. 
El résultado final es, por lo tanto: 


F =3p'—16p?q +16 pr+16q.—64s. 


Problemas 
Expresar en función de los coeficientes las siguientes funciones simétricas de las raíces: 
1. Eriz. 2. Ex x7. 


3. Ez? xo. 4. Za zz. 


FUNCICNES SIMETRICAS 301 


5. E T? 2: 23. 6. E TÈT? 23. 
7. E TP T? z. 8. E TÈ ZÈ Ta de. 
9. (z1 — 22)? £3 + (21 — 23)? z2 + (22 — 23)" T1. 

10. (z1 + z)? z (a + ta) z? + (12 + 23) zr. 

L1. (21 £z + 2324) (21 T3 + 2224) (21 T4 + 2223). 


12. Si las raíces de la ecuación z? —3x + 1 = 0 se indican con a, 8, y, hallar la ecua- 
ción cuyas raíces son a + a; B + Bt; y + y™ 


13. Con las mismas notaciones y para la misma ecuación, hallar la ecuación cuyas 
raíces son a + B? æ 4 y? B4 y 


14. Formar la ecuación con raíces «8; ay; By para la ecuación cúbica general. 
15. Si a, 8, y son las raíces de 3 —x + 1 = 0, formar la ecuación con raíces 
a (B — Y) ; Bla—7) ; y (a— BF. 
* 16. Si 
Dn = E a"™! G"! (a — B)? (a + 0) 
En = Ear B7 (a — B)? 
«demostrar que 


Da = Sai Sn42 — Sn Snar 5 En = Sny1Sn-1 — Sn. 


Por lo tanto, si a y B tienen mayores módulos que las demás raíces de una ecuación 


D 
a + B = lím — cuando n —> œ; 
n 


En+1 
—— cuando n —> œ; 


aß = lím 


n 


y para n suficientemente grande tenemos aproximadamente 


D E 
erisa aane 
n n 


Calcular aproximadamente por este método las dos raíces mayores de la ecuación 


(a) —5r+6r—l=0. 
Calcular también aproximadamente las raíces complejas de la ecuación 


(bd) *4+6x'+ 10:x—1 =0. 


17. Demostrar que las funciones racionales simétricas del tipo 
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pueden expresarse en función de los coeficientes del polinomio f (z) = {z — z1) (x— z3) ... 
..- (£ — Za) en la forma siguiente: 
y 1 __ fu) 


zı —a f(a) i 


18. Si una función racional R (z) se descompone en fracciones simples: 
B c 
+ 


z—i r—m z—n 


R(2) =E (3) + 
la función racional simétrica del tipo 
ER (z) = R (1) + R (2) + ... +R (za), 


puede expresarse en función de los coeficientes de f (1) = (x — z1) (x — z:) ... (£ — Za) 
de la siguiente manera: 


FO f ro 
p> D = YE (z) —A———B — C ———... 
on a 70 SET 


y E E (xı), por ser E (z) un polinomio, puede expresarse en función de 31, 82, 83, ... 


Las letras x, $, y en los problemas siguientes, indican raíces de una ecuación cúbica que 
se especifica en cada problema. Calcular las funciones simétricas: 


E A EE A A A E E T 
B+r Stry a+y a+8 
2 2 il 
E, AE: AOS: para 94+21—2—1 =0. 
Btr B+r aty a+ B 
nm y +2 r—3*+62—1=0. 
g 
g š 
era para 2471421242 =0. 
(a— $) 
—2xr—1=0 
GE RA 
o 
X 2r — 6r 4+ l =0. 
r para + 
-+ êr 
. E para T *—1=0 
B+r E 
g 
2%. E ——— para —1=0,. 
(B—y* 


5. La solución de Lagrange de las ecuaciones cúbicas. — La so- 
lución algebraica de las ecuaciones cúbicas y cuárticas en la forma pre- 
sentada en el Capítulo V, aunque basada en las consideraciones más 
elementales, deja la impresión de una demostración efectuada con el 
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empleo de ingeniosos artificios cuya razón no es clara. Como en otros 
casos, es necesario observar el problema desde un punto de vista superior 
para entender por qué es posible una solución algebraica para las ecua- 
ciones cúbicas y cuárticas. Y no sólo eso: los mismos principios, correc- 
tamente generalizados y sujetos a un examen más profundo mostrarán 
la razón por la cual generalmente es imposible hallar una solución alge- 
braica para ecuaciones de grado mayor que 4. 

Consideremos primero una función racional entera en tres variables 
Tı, T2, z3. Si se permutan de las seis maneras posibles, la función, en 
general, adquirirá seis valores distintos. En casos particulares puede 
suceder, sin embargo, que el número de valores distintos sea menor de 
seis, y entonces será uno “para funciones simétricas) o dos o tres. La- 
grange demostró que es posible hallar una función cuyo cubo tenga 
sólo dos valores diferentes. 

Sea e una raíz cúbica imaginaria de la unidad y considérese la función 
lineal 

Tı + or: + w? z. 


Para toda permutación par de los índices 123, 231, 312 corresponden 
tres valores de esta función: 


Vi = Tı + or tr: ; Y: = Ta + Uts tWt ; Yi = T: + 071 + e? zz; 
y para toda permutación impar 132, 213, 321 corresponden tres más: 
Pi = Tı + ozs Futze ; Ys = 2 Hoti HoT ; Ye = T t or +40 71. 
Nótese que 
=h ; Yy=0Y ; BE ; y= y 
de modo que 


Por lo tanto: 
(21 + 022: + w? z3), 


tiene sólo dos valores distintos” 
h=(8+092+023) ; h = (114 2 + oz), 


y las combinaciones fı + tz; tı tg son funciones simétricas de 21, 73, T3- 
Suponiendo que z;, 22, z; son las raíces de una ecuación cúbica 


*+pr+qgr+r=0, 
se halló (ver Ejemplos 2 y 3 en el Párrafo 4) que 


ai th =-—2y+9pq-21r 
tt= (p? — 3 g):. 
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En consecuencia, t, y tz son las raíces de la ecuación cuadrática 
P + (2p — 9 pg +27r)t + (p—3q) =0, 


y pueden ser hallados algebraicamente. Habiendo encontrado t y ta, 
extrayendo raíces cúbicas, obtenemos: 


3 3 
ti + oz: + ozs = Vh ; zi + or: + or = yt 
y además, tenemos la tercera ecuación 
Li + Ta + la = — p. 


Basta resolver estas ecuaciones para obtener las raíces 
1 52. 3 1 3 3 
n= 3 (—p+V0+vV0) ; z: = 5 (— p + oN d +ovVyi) 


1 - 3 
T3 = (—-p+oyh +w? Vt) 


de la ecuación cúbica. Nótese que entre las raíces cúbicas existe la re- 
lación (Ejemplo 2, Párrafo 4) 


3 3 
Vi .Va =p? —3q. 


6. Solución de Lagrange de la ecuación cuártica. — La posibi- 
lidad de resolución algebraica de ecuaciones cuárticas depende de la 
existencia de funciones de cuatro variables que toman sólo tres valores 
distintos al permutar estas variables en las 24 formas posibles. Una 
función de este tipo es 


(21 + 22 — z3 — 2a)?, 
que tiene sólo tres valores distintos: 
b = (21 + Ta — t3 — 24)? ; b2 = (21 + 23 — la — 24)? ; 
03 = (21 + La — Ze —2d3)?, 
cuyas combinaciones simétricas 
0+0 +03 ; 0,0: + 0103 + 0203 ; 010203, 


han sido estudiadas en los Ejemplos 1, 4 y 5 en el Párrafo 4. En función 
de los coeficientes de la ecuación 


xt + pr +q +re+s=0, 
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con raíces 21, Za, Ts, 24, estas combinaciones son expresadas de la si- 
guiente manera: 


0, + 01 + 03 = 3 p? — 8q, 
01 0: + 0183 + 02 03 = 3 pt — 16 p? q + 16 pr + 16 q? — 64 8, 
9,0203 = (p? — 4 pq +8r). 
Por lo tanto, 9,, 82, 03 son las raíces de la resolvente cúbica 
9% — (3 p? — 8 4) 0? + (3 pt — 16 p?’ q + 16 pr + 16 q? — 64 8) 06 — 
— (P —4 pq +8r) =0; 
y 01, 02, 9: pueden hallarse resolviendo esta ecuación. Una vez halladas 


91, 02, 03, podemos determinar las raíces zı, z2, £a, xa por medio de las 
ecuaciones lineales 


Tı + ds + T3 + t4 = — p, 
Li t Za — T3 -z= vV, 
tı — ta + z3 — a = Vb, 
zı — da — a + t = VD, 


en consecuencia: 


=p A A a OP tyh 
4 DN 4 


—p — Vh — Vo Hyos 
4 


tı = 


A A A 
pS E A NTN Ve +y 2 vd y U= 
4 
Nótese que las raíces cuadradas y 6,, 402, Y0s no son independientes; 
entre ellas existe la relación (ver Ejemplo 1, Párrafo 4) 


VO Voz VO = —p + 4pg—8r. 


Ak 7. El principio de Gauss. — Para ciertas investigaciones teóricas 
es de importancia la siguiente proposición: 

Un polinomio que no se anula tdénticamente, en las variables fi, Ja, . . ., fa 
no puede anularse idénticamente en las variables zı, ta, ..., &n luego de 
reemplazar fi, f2, ...,fn por las funciones elementales simétricas de 21, 
T2; -- y, Tn. 

Para demostrar esta proposición nótese que el polinomio en cuestión 
consiste de términos de la forma 


Af fan a fa", 


donde A x 0 y los exponentes ai, &z, ..., %, Son enteros no negativos. 
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Entre estos términos elegimos aquéllos en que las sumas de los expo- 
nentes 
a tæt... tan ; data t... Ean; ast... Harj; 
-jani Fan ; Un, 
tienen los mayores valores posibles. Tal término es único. Porque si 
hubiera otros términos 
Bfi9 fa... Sabr, 
que satieficierau las mismas condiciones, con respecto a los exponentes 
Br, Bs, ..., Bn, tendríamos 
Pn = a ; Bn t Ên = Ona hp. 
Bte +t... +8nr = a taat PE + an; 
esto es: 
Bn = an ; Bai = On j Am 4, 
lo cual es imposible puesto que un polinomio se escribe siempre de 
manera que los monomios semejantes están sumados. 
Para ilustrar lo que hemos dieho con un ejemplo, consideremos el 
polinomio 
2 $0 fè — EJE S? 4 ORIO TIL A SOTO Ss fa. 
Las sumas de los exponentes para los términos tal como están escritos 


son 
9,3,0,0 : 9,4,2,0 ; 95,3,1 ; 8,1,0,0 ; 8,5,2,1. 


El ánico término para el cual todas estas sumas son las mayores es 
el término 
SIRIO fs. 
En el único término 
Afif... Jan, 


así elegido, reemplacemos fi, fa, ..., fa por las funciones simétricas 
elementales de 2;, 23, ..., Ze: 
CEE EEE EE IS E E 


y desarrollemos. El desarrollo contendrá el término 


Ax ete... +en Imt.. te e 


a yv 


que no puede simplificarae con ninguno de los demás términos resul- 
tantes del desarrollo de 


Affan... fa 
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o del desarrollo de cualquier otro término 
Bf fat... fnr, 


que pueda encontrarse en el polinomio. El hecho de que, luego de reem- 
plazar fi, fz, ...,fn por las funciones elementales simétricas y efectuar 
el desarrollo, exista un término que no puede ser simplificado con otros 
términos, demuestra la proposición. De esta proposición pueden dedu- 
cirse dos conclusiones. En primer lugar, que una función simétrica de 
Ti, T2, -.-, En puede representarse como un polinomio en las funciones 
elementales simétricas, sólo de una manera. Porque, si existieran dos re- 
presentaciones así, habría un polinomio que no se anularía idéntica- 
mente en fi, fz, ..., fa, el cual, luego de reemplazar fi, fa, ..., fn por 
las funciones elementales simétricas y desarrollar, se convertiría en un 
polinomio que se anularía idénticamente en 21, 22, ..., Zn, lo cual es 
imposible. En segundo lugar, el polinomio en las funciones elementales 
simétricas que representa un polinomio simétrico, es de igual grado que la 
mayor potencia de zı que aparezca en ese polinomio simétrico. Por lo tanto, 
si r es el mayor exponente de x, que aparece en la función simétrica e, 
y las funciones elementales simétricas se representan por: 


ar de qa 
fh==— ; fi=—=;...¡f=(-D*"— 
Qo Qy Qo 
entonces: 
amo, 


puede expresarse como un polinomio homogéneo en ap, i, az, ..., Un 
de grado r. X 


CAPITULO XII 


ELIMINACION 


RESULTANTE Y DISCRIMINANTES 


1. Ejemplo de eliminación. — Se propone resolver simultánea- 
mente 
P+4y-1=0;4+y9-1=0; 


es decir, encontrar aquellos pares de números z, y que satisfacen ambas 
ecuaciones. Para resolver este problema podemos buscar de eliminar 
una de las incógnitas, digamos la x. Con este fin, despéjese en la primera 
ecuación 2?: 

z = — (y? — 1), 


multiplíquense ambos miembros por x, lo que da: 


z= (y —1). 


Por otra parte, el valor de z? despejado en la segunda ecuación es: 


w = — (y? — 1), 


y al igualar ambas expresiones, obtenemos 


z (8? — 1) =pl. 


Elevando al cuadrado y reemplazando nuevamente z? por — (y? — 1) 
obtenemos: 


m — 1) + y iy =0, [1] 


como una condición necesaria que debe satisfacer y de manera que las 
ecuaciones propuestas puedan tener soluciones. Pero esta condición 
también es suficiente, es decir, si tomamos como y cualquier raíz de [1], 
que es de sexto grado, es posible satisfacer las ecuaciones propuestas 
con un mismo valor de x. 

Las ecuaciones originales son totalmente equivalentes a las ecuaciones 


r= — (pP — 1) ; r&i =pl. 
308 
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Ahora, si y? — 1 = 0, se sigue de [1] que y? — 1 = 0, y entonces la 
segunda ecuación se satisface cualquiera sea el valor de x, y la primera 
da z = 0. Si y? — 1 0 entonces 


¿TSE 
y —1 
7 3 2 
E e 


por la condición [1]. 
Se puede intentar eliminar z de una forma diferente. Tómese la ecua- 
ción ya obtenida: 


z(y —=1)=y9-1, 


elévense al cubo ambos miembros y reemplácese xi por — (y? — 1); 
entonces se tiene 


(y? — 1) [x — 1} + (4 — 13] =0, 


como una consecuencia necesaria de las ecuaciones propuestas. Pero esta 
ecuación en y debido al factor y? — 1 se satisface para valores de y para 
los cuales las ecuaciones 


vd+y4—1=0;*4+yY—1=0 


no tienen raíces. comunes. En efecto, si tomamos y = w, siendo w 
una raíz cúbica imaginaria de la unidad, entonces y? — 1 =0 y de la 
segunda ecuación se deduce que z = 0, mientras que para r = 0 


ad4+y—l=40-150. 


Este ejemplo demuestra que al desarrollar el proceso de eliminación 
se debe proceder con gran cautela para evitar la introducción de factores 
extraños, como y? — 1 en nuestro caso. Para llevar a cabo correeta- 
mente la eliminación sin el riesgo de introducir factores extraños, el 
camino más natural que se presenta es el siguiente: Para una y dada 
la ecuación 


ey -1=0, 


tiene raíces x, y Y2. Para este valor dado de y, supongamos que una de 
las raíces satisface también la ecuación 
P+y=1=0; 
entonces 
(zè + y —1) (4 +4 —1=0. [2] 
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Recíprocamente, si esta condición se satisface, entonces uno de los 
factores es cero, digamos 


z? +y—1=0, 
y por lo tanto las ecuaciones 
n+y-1=0; d+g—1=0, 


tienen una raíz común x = zı. Desarrollando el producto del segundo 
miembro de [2], tenemos: 


aa + (al + 20) (y —1) + (4 — 1? =0. 
Pero 

te =Y—1 ; 1 +22=0; e +r =0, 

y entonces 
W — iF + yso, 
representa la condición necesaria y suficiente que debe satisfacer y de 
manera que las dos ecuaciones 
vd+yg—1=0 ; d+y9-—1=0, 


puedan tener una raíz común z. 


2. Resultante. — El procedimiento que se acaba de usar es comple- 
tamente general. Sean 
f(z) = aor” + ar +... +a.=0 
g (2) = boz” + bis™ +... +bm=0, 


dos ecuaciones cuyos cocficientes pueden involucrar otra variable y. 
Con el fin de obtener la condición necesaria y suficiente para la exis- 
tencia de una raíz común a ambas, designemos por ai, %,..., Zn las 
raíces de f(x) = 0, suponiendo a. 0. Si una de éstas es también 
raíz de la ecuación g (z) = 0, entonces 


g (æ) g (az) ... g lan) = 0. 


Recíprocamente, si esta condición se satisface, uno de los factores 
es cero, digamos g (a1) = 0. Entonces, gı es una raíz común a ambas 
ecuaciones f (x) = 0, g(x) = 0 El producto 


g (a1) g (2) ... g (an) =0, 


es una función simétrica de las raíces g, %, ..., %n, y la máxima po- 
tencia de a que aparece en él es indudablemente as”. De acuerdo con 
la observación final del Capítulo XT, Párrafo 7: 


ao™ g (a1) g (a2) ... glam), 


ELIMINACION al 


es un polinomio homogéneo de grado m en los coeficientes ao, €n... An Y 
también, lo que es evidente, un polinomio homogéneo de grado n em 
los coeficientes bo, bi, ..., bn de g(x). Este polinomio se llama sesuk- 
tante de f (z) y g (x) (en este orden) y se designa por R (f,g) de ma- 
nera que 


R (f; g9) = ao™g (ar) g (az) ... g (an) - 

La anulación de la resultante R (f; g) es, por lo tante, la condición 
necesaria y suficiente para que las dos ecuaciones f = 0; g = O tengan 
una raíz común, supuesto ay» (0. Si bos 0 y B, Se, ..., Bu som raices 
de la ecuación g (z) = 0 ha resultante R (g;f) es 

R (g; f) = bo f (Qi) f Ba) -- - f (Bad) > 


y su anulación es nuevamente la condición necesaria y suficiente para 
que las ecuaciones f = O y g = $ tengan una raís común. 
Existe una relación simple entse las des resultantes B (f; 9) y R (9;f). 
Tomando en consideración el factoreo 
g (2) = ba (z — Ya) (£ — Qe) -.- (£ — Ba), 
podemos escribir 
R (f; g) = as” bo” (ær — B) (a — Be) --. (a — Bm) 
(a — Br) (œ — eS LE Nom 


ron. sosoo 


(A. — pa) (a. — Bd a O: 


Intercambisndo las letras æ y $ y reordenando los Ísctores tenemos 
también 


RU = (— DD eo" bo" (f — a) (h — œ) -.- (Ba — aa) 
(Be — a) (B2 — as) -.. (Pe — Sa) 


(Bm— a) (Bu— ae) --. (fm — da) - 


Aquí el segundo miembro, exseptuado el factor (— 1)”, e R (g;f) 
y por lo tanto 
RN) = (—D"R(Gg. 


De esta relación podemos concluir que la anulación de E (f, g) es la 
condición necesaria y suficiente para que las ecuaciones f = O yg = 0 
tengan una raíz común, siempre que no sean al mismo tiempo a; = 0 
y bo = 0. Pues con as = 0, por hipótesis bo xt O y desde que Rf, =0 
implica K (g; f) = 0, se sigue que f = 0 y g = O tienen una raíz común. 
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Ejemplo 1. Encontrar la resultante de 
f(1) =arr+ar+a ; g(a) = bizt + bir + da, 
Por definición 
R (f; g) = a% (boa? + bi 01 + b) (boa? + bi ar + bo) = 
= aè [bè a? ar? + bobi (a1 a? + a? ar) + do be (a? + a?) + b? 07 az + 
+ bi be (a + a) + bel- 
Por otra parte: 
ar al as = ar ; ara ala + a) = — am ; ar (a? + a) = ap —20902 ; 


ad aa = ad: ; da + a) = — aot 


y por lo tanto: 
R (f; g) = a? ba + aj bi? — 2 Ge Ga do dy — Go 01 Di bz — G1 02 bo bi + 01? bo ba + ao az by? 
Esto puede presentarse de una forma más elegánte, así: 
R (f; 9) = (ao bz — az bo)? — (ao br — as bo) (a, bz — a: by). 


Ejemplo 2. Resolver las ecuaciones 


P42r*y4+2y(y—Dzi + y—t=0 ; 2421 +2y9—5y+2=0. 


Es conveniente ordenar estas ecuaciones en potencias de y, desde que y aparece sola» 
mente elevada a la segunda potencia en ambas. De las ecuaciones así ordenadas 


Qr+DY+(Or—43y+0—4=0 
2y+ (15 42 =0 
elimínese y formando su resultante :de acuerde con. la fórmula del Ejemplo. 1: 
R = ń + 13r + 56r? 480z = zx (2 + 4) (2 + 5). 


Los valores x = 0; — 4; — 5 son los únicos para los cuales las ecuaciones tienen raíces 
y comunes; esta raís puede encontrarse por el método para determinar el máximo común 
divisor. Así, correspondiendo a z = 0 se determina y = 2. En correspondencia con z = 
= — 4; — 5, se encuentra, respectivamente, que y = 2 e y = 3. Todos los pares de 
valores z; y que datisfacen las ecuaciones propuestas son: 


z= 0 ; y=2 
r==4 ; y=2 


z= —5 ; y=3: 


Problemas 
Resuélvanse los siguientes, sistemas: l 
1. zt — zy + yt 1 2.3 +34 =8xy +20 4292 0, 
A+ ay 3214 2y = — 1. iy pay r E0 
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Esto da m + n ecuaciones lineales homogéneas para determinar As, 
Ma +.) Ant] Ho, i -- <> mt» teniendo esta: ecuaciones una solución 
trivial si y sólo si su determinante se anula. ¿do puede suceder que todos 
los An, Ài, ---, Àn- O todos los po, 1, ---, Em: Se anulen. 

Supóngase, por ejemplo, que %o = M = ... = Am = 0; entonces, 
no todos los po, pi, .- -, Wm- Se anulan. Desde que fi = O idénticamente, 
se sigue que 


Jg T 0, 


y esto es imposible desde que ni f nì gı se anulan idénticamente. De 
acuerdo con el lema, se puede inferir que la anulación del deter- 
minante del sistema que sirve para determinar los coeficientes de fı 
y 91 siendo fı y gı polinomios no idénticamente nulos que satisfa- 
cen la identidad 


Jn +f:9 =0, 


es la condición necesaria y suficiente para que f y g tengan un máximo 
común divisor de grado > 0. Llamaremos a este determinante el deter- 
minante de Sylvester y lo indicaremos con D (f; 9). 

Para tener una idea clara de cómo se construye este determinante 
tomemos el ejemplo: 


f 


II 


ar +a +a +a, 
box? + bix + bz. 


Escríbanse las identidades 


zf (1) = aaz + ar + uar tax 

J (2) aort +arz + az +a 
z? g (x) = box + biT + bir? 

xg (x) bor + bir? + bzr 

g (z) bor? + biz + ba; 


y multiplíqueselas por uo, 1, Ao, A1, Az respectivamente. Súmense e 
iguálense a cero los coeficientes de z‘, T°, x?, x, 1 en el segundo miembro. 
Esto da el sistema de ecuaciones 


Goo +0 pı + bodo =0, 
Qi po + Gopi + bi do + boM =0, 
Qz po + Gipi F dado + bidi + bods =O, 
As po + azp +O do + brh +d =O, 
O po + azpi +0 ho tO h +b =O, 
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cuyo determinante es: 
Qo 0 bo 0 0 


|a ao bi do 0 

D(fig =| 4 a de bi dol, 
as a O de b 
0 az 0 0 b 


o bien, cambiando filas por columnas: 
ao Ar a. 43 0 
0 ay @ Qs. az 
D (f;g) =| do di bz 0 0 
0 do bi bs 0 
0 0 bo di de 


Este es el determinante de Sylvester en el caso n = 3, m = 2. Es 
evidente que en el caso general: 


Go 01 Qz... an 1 
Ao Gr... A Un m filas 
Qo Q . a J 
D (f; 9) = i 
0 1 do . Dan 
At os n filas 
bo bi... bm 


En este determinante los espacios dejados en blanco por conveniencias 
tipográficas deben llenarse con ceros. Por ejemplo: si n = 4, m = 3 
ao a dd as 40 0 
0 ay a a as a 0 
0 0 utr 43 u 
D(fi9)= | do b da bb 0 0 0 


© 
Cal 
o 

> 
o 
O 

o 
e 

© 
© 


Problemas 
Resolver los siguientes sistemas: 


1.2434 + BG — y +I tyy Hayao, 
e+2y3+y—y=0. 
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2. $ 4+2y+2y(y—2)2+ y 4 =0, 
2 +2zy +2 —5y +2 =0. 


3. T +3 yr — 3I rt +3 y r —Âry— zr +y —3 y —y +3 m=O, 
T — 3yr +H3I r +3 yp r — bry —r— y t3 y +Hy—3 =O. 


4. 2+y—(Y9y+1)2+y—yY=0, 
T — yr —(Yy +6y+9)124+y +6 +9y=0. 


5. y? — (y — 3y —l)r +y = 0, 
zt — y t3 =0. 


6. 52*—5y4—32+9y=0, 
57 +5y—157 —13ry— y =0. 


7. 3I +9 y 49129 434 4222 —42xy+2y = 5, 
43 + 12r? y+ 12 xy? + 4 y —2? + 2xy — y? = 3. 


8. 2 Hyr? —4 =Q, 
æ +yr +2 =Q. 


9. 3+4y2?—32+2=0, 
22 + (y +2) ż—5r+1=0. 


10. Hallar A y y de modo que las ecuaciones 


r — 6r -+ir—3=0, 
é—e + pr +2 =0. 


tengan dos raíces comunes. 


4. Identidad de la resultante y del determinante de Sylvester. 
— La anulación del determinante de Sylvester D (f; g) es una condición 
necesaria y suficiente para que f y g tengan un máximo común divisor 
de grado > 0, supuesto ao 40. La anulación de la resultante R (f; g) 
también es una condición necesaria y suficiente para lo mismo. Esto 
nos conduce a sospechar la estrecha relación que existe entre ambos. 
En efecto, el determinante de Sylvester y la resultante son polinomios 
idénticos en los coeficientes de f y g. Para no interrumpir la demostración 
de este hecho capital probaremos primero la siguiente proposición auxi- 
liar: St 0 (£1; £2; ...; tn) es un polinomio en las variables 21, £2, ....., Ln 
que es separadamente divisible por g (x1), g (22), ..., g (En), entonces es di- 
visible por el producto g (11), g (£3), ... g (£n) de manera que 


O (T1; Za 5... j En) = 9 (21) 9 (22) .-. 9 (2n) Q [2122 ;... j Zn), 


donde Q (z1; T2; ...; £n) es un polinomio en zı, La, .. ., Tn. Para demostrar 
esta afirmación, supongamos que 0, siendo divisible por g (z1) g (za) ..- 
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... g (x;-1), es también divisible por g (z;), entonces demostraremos 
que 0 es divisible por g (x1), g (x2) ... g (x). Por hipótesis: 


0 (21; 22; ..- 3 En) = g (21) 9 (22) - .. g (i1) bı (T1; T2, Ln), 


siendo 9, un polinomio en zı, ta, ..., Zn. Ordénese 8, según las potencias 
de z; y divídase por g (x,); entonces: 


0 = g (25) Bz (£1; T2; 2) + pozi" + pir ™ +... + Pma, 
siendo Po, Pi, ---, Pm—1 polinomios en Ly, Ze, ..., Tit, Zipty ++», En. Por 
lo tanto: 


9 = g (21) g (0)... g (x) de + Porro + Pixim +... + Pas 
donde los polinomios 
P, = g (x1) g (22) ... g (im) Pr ; k =0;1;2;...;m— l1, 
no contienen a x; Desde que 8 es divisible por g (æ: 


Pox; + Pizie +t... + Pm, 


será divisible por g (zx:;) o sea 


Poz + Pir +... + Pam- = 9 (x) T (21; £2; ...; £a). 


Pero el segundo mìembro, si no es idénticamente nulo, tiene al menos 
grado m en z;; por lo tanto: 


Po=P =...=Pm1=0, 


son idénticamente nulos y la proposición está demostrada. Como 8 es 
divisible por g (zı) y por g (z2), será divisible por g (z1) g (x2) de acuerdo 
a lo que se acaba de demostrar; siendo 8 divisible por g (x3) será divi- 
sible, por la misma razón, por g (xı) g (22) g (23), ete. 

Para abreviar demostraremos la identidad de D (f;g) y R (f;g) en 
el caso particular de n = 3, m = 2, pero el razonamiento puede exten- 
derse al caso general. Sean zı, 22, z3, variables y 


f (1) = ao (£ — 21) (£ — 22) (£ — 23). 
Entonces el determinante de Sylvester 


ao 01 42 Q3 0 
O ao 01 m a 
D (f;g) =| bo di b 


© 
o 
o 
o 
e: 
so 
Too 
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es un polinomio en zı, 22, 23. Multiplicando las columnas 1, 2, 3, 4 por 
r‘, x°, x?, z y sumándolas a la quinta columna, podemos escribir D (f; g) 
así: 

ao 41 da a; xf(x) 

0 a, a 4 f(z) 

D(fig)=| bo bi b 0  22g(2) 
O do bi b zg (z) 
0 0 bo db g(x) 


Haciendo x = zı, 22, £3 y teniendo cn cuenta que f (11) = f (xa) = 
= f (xs) = 0, vemos que D (f;g) es divisible por g (21), g (22), g (23) 
y por lo tanto divisible por g (xı) g (z2) g (73) de manera que 


D(f; g) = g (21) g (22) g (2) Tia; a; 2), 
donde T (z1; z2; 23) es un polinomio en zı, Za, zs. Escribiendo D (f; g) así: 


do A) 42 


Ze E 
: U3 Q3 Q3 
Qo (1 0% 
0052 22:22 q 
D (f; g9) = as? 43 s 4% 


bo db 0 0 
O bo b bh 0 
0 0 bo di b 


da 1 1 1 ar 1 1 1 
-2 = — +— + — ; Z + + ; 
Q3 Tı Ya T3 Q3 Tı Ya Y] T3 Yi La 

Go ER 1 
Q3 Tı Ya T3 j 


vemos que el determinante desarrollado contiene, aparte de un térmimo 
constante, solamente términos que involucran zı, ta, zs en los denomi- 
nadores. Por lo tanto, en el desarrollo de D (f; g) el término de mayor 
grado en zı, 22, 73 es de la forma 


Kia? r, 


con K constante. Un término similar es el de grado máximo en n, T, 
xs en el produeto 
g (21) g (22) g (xs), 


de donde se puede eoncluir que T (z1, 72, 13) se reduce a una constante. 
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Llámese a esa constante C y para determinarla hágase 1, = zs =13=0 
en ambos miembros de la identidad 


D (f; g) = C g (21) g (22) g (23) . 
Como a, = az = 43 = 0 cuando zı = z: = 23 = 0, tenemos: 


a 0 0 0 0 
0 a0 0 0 
D (f;g) = | do b b 0 0 |=apds. 
O do b bh 0 
0 0 do bh de 
Por otra parte: 


g (0) g (0) g (0) = dx 
y así: 
Cb: = a ba? 


de donde, considerando bo, bı, bz como variables: 


C = aè 


D (f; g) = a? g (21) g (22) g (£3) = R (f; 9). 


Esta es una identidad en zı, £2, £a; bo, bi, b2 se consideran variables. 
Pero ambos miembros son funciones simétricas de z1, 22, z3. Siendo idén- 
ticas seguirán siéndolo cuando se expresen como polinomios en ao; di; 
42; 43; bo; bı; bz de acuerdo al principio de Gauss demostrado en el Ca- 
pítulo XI, Párrafo 7. Así, la identidad del determinante de Sylvester 
y de la resultante considerados como polinomios en los coeficientes de 
Í y g queda demostrada. 


5. Discriminante. — El producto de las 1/2 n(n — 1) diferencias 
La — z correspondientes a todas las posibles combinaciones de dos índi- 
ces a < B tomados de entre n números 1, 2, 3,...,n, a saber 


(Er — 23) (Tı — £3) ... (01 — Ln) (22 — T3) ... (£2 — Zn) ... (Zn-1 — En), 


solamente cambia de signo con la transposición de dos letras cuales- 
quiera Za y zę y, en consecuencia, por todas las permutaciones de ellas 
adquiere sólo dos valores. Su cuadrado es, por lo tanto, simétrico. Si 
ponemos 


f (£) = 00 (£ —21) (£ — 22) ... (£ — In) = aor” + ar +... +a, 
las funciones elementales simétricas son: 
a1 a2 a 


=— ; —= jr pA 
do dao ao 
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Por lo tanto: 


(xı — 29)? (£1 —23)?... (21 — Ln)? (£2 — z3)? . . . (22 — Tn)? ... (En1 — Zn)? , 
que involucra a z1; £2; ...; Zn Simétricamente, puede expresarse como 
un polinomio en 

a1 a. an 

a , AA pl 

Qo Qo do 


Siendo 2 n — 2 la mayor. potencia de z, que se presenta en el pro- 
ducto anterior: 


D = af” (xı — 22)... (£1 — Tn)? (22 —23)?... (22 — Ln)? . . . (Ln1 — Lp)?, 


se un polinomio homogéneo de grado 2 n — 2 en ao, 01, ..., An y se lla- 
ma discriminante de f(x). Si 21; £2; ..., Zn no represntan variables sino 
raíces de la ecuación f (x) = 0, la misma expresión D se denomina dis- 
criminante de esa ecuación. Evidentemente el discriminante se anula 
si y solamente si la ecuación tiene raíces iguales. El discriminante tiene 
una íntima relación con la resultante de f (z) y sus derivadas. Como 


f' (11) = do (21 — 2e) ... (21 — Tn) 
S' (22) = do (22 — 21) ... (22 — Tn) 
S! (En) = ao (En — 21) -.. (En — Uni) 


es fácil ver que: 


O d aa e e aaa a 


n (n—1) 
co. (fp — n)? = (— 1) 2 ayt D. 


Por otra parte: 
RL) = a= f (21) f (22) ... $" (tn) 
y así: 


n (n—1) 
(C) Z aD=RGf). 


La expresión explícita del discriminante se obtendrá escribiendo 
R (f;f') como un determinante de Sylvester. 


Ejemplo 1. Encontrar el discriminante de un polinomio cuadrático 
fiz) =ar t+ar +a. 


La resultante de f y f' es: 
Go ar a2 
R (J; f) =| 2a a 0 
0 2 Go Q: 
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Ejemplo 2. Encontrar el discriminante de un polinomio cúbico. 


JW) =ar tar tarta. 


Aqui: 
0 a wo & 0 
0 a á & ™& 4; 
RUJ) = | 3a 2a 5 0 0 
O 3a. 2a a 0 
0 0 3a 24 4 
de donde 
1.4 € a0 1l a œa aO 
de 60 az Qs 
O a«a € a a| ¡0 a a a: as a. la la 0 
D=—|3 2a œ 0 0|=|0 a 2m 3a, 0 ia 
3a; 24, a 0 
O 3a 2a a 0 O 3a 2a a0 $4 3 
Q: 
0 0 3a 2a a| |0 0 3a 2a œ G 


Luego de desarrollar este determinante, se encuentra que la expresión final de D es: 
D = 18 ae @ı a: 43 —4 a a, + ar a? — 4 agar? — ZI ay as. 

En el caso de una ecuación con coeficientes numéricos el cálculo del discriminante 
puede ser reducido al cálculo de un determinante numérico del mismo orden que el grado 
de la ecuación. Si a, œ, ..., €a, son las raíces de la ecuación entonces el cuadrado del 
determinante de Vandermonde 


la a... a 


1 ra ar... 2 


= (an — a) ..- (aa — an) --- (ar — a) 
A aat 


difiere de D solamente por el factor as” ?. Multiplicando ahora el determinante de Van- 
dermonde por sí mismo, columna por columna, y llamando como de costumbre: 


saatta +... + ag, 
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y así 


D = ag” 
En En --- Sra 


Las sumas s; se pueden calcular rápidamente por medio de las fórmulas de Newton. 


6. Raíces imaginarias. — El cálculo de las raíces imaginarias puede 
ser reducido al de raíces reales por medio de la eliminación. Sea la ecua- 
ción propuesta 


f(z) = art +azt"+...+48,.=0, 


con coeficientes reales y sea r = a + bi una de sus raíces imaginarias. 
Entonces, f (a + bi) = 0 y por la fórmula de Taylor 


LO pka pt 
1.2 


$ (a + bi) = $ (a) + bi ET 


Fass 


Como el segundo miembro se anula por hipótesis, se anulan sus partes 
real e imaginaria separadamente, es decir: 


OLO pO.. o 


S% 1.2 1.2.3 
S" e FO p a- 
f (a) 1.2.3 did 123.45 sd 


ya que para una raíz imaginaria b0. Eliminando b? obtenemos una 
ecuación de grado n {n — 1)/2 que debe ser satisfecha por la parte 
real de todas las raíces imaginarias. Las raíces reales de esta ecuación 
que llevan a valores positivos de b* pueden calcularse por uno de los 
métodos explicados en el Capítulo VIII. La ecuación auxiliar que sirve 
para determinar a es de grado 3, 6, 10, . . . correspondiente an = 3, 4, 5,... 
Debido al elevado grado de esta ecuación y al trabajo que toma desarro- 
larla, este método de cálculo de las raíces imaginarias tiene sólo un 
valor teórico excepto para los grados inferiores n =3 y n = 4. Es 
mucho mejor, para este propósito, el llamado método del cuadrado de la 
raíz o de Graeffe. Los lineamientos de este método pueden encon- 
trarse en el Apéndice V. 


Ejemplo. Sea la ecuación propuesta 


f(x) =1+41-—1=0. 
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El sistema de ecuaciones que sirve para determinar a y b en este caso es 
H—6abl+a+4a—1=0, 
ab? — a — 1 =0. 
Evidentemente a = 0; luego: 
ai+1 


a 
que luego de sustituirlo en la primera ecuación da 


4at+at—1i=0. 


El único valor positivo de a? que satisface esta ecuación es 


1 
a=—, 
2 
y, correspondientemente 
1 
u= + —. 
y 2 
Debemos tomar 
1 
a = 


de manera de tener un valor positivo de b?. Entonces: 


1 +vV8 SETE 
2 y2 


b = ; b=zw 


y las raíces imaginarias de nuestra ecuación son: 


1+iyi+y8 . 1—iV1+48 
v2 ' v2 
Problemas 


Hállense las raíces imaginarias de las siguientes ecuaciones: 


1. 2 +x4+10 =0. 2. t — 2 r —2 = 0. 
3. r—2r—5=0. 4. + 12—27+6>x0, 
5. 2024622245 =0. 6. 4 —4124+8r-4=0 


7. A—2+1=0, 8. 14 —2—1 =0. 


APENDICE I 


EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA 


1. — Se supuso en todo este libro que toda ecuación algebraica con 
coeficientes reales o imaginarlos tiene, por lo menos, una raíz compleja. 
Esta afirmación es conocida como teorema fundamental del álgebra. La 
evidencia empírica de esta proposición, recogida de innumerables ejem- 
plos particulares, es tan fuerte que por mucho tiempo fué considerada 
como algo evidente. El que primero estableció el hecho de la existencia 
de raíces como teorema fué D'Alembert en 1746 y trató de demostrarlo. 
De acuerdo al rigor que hoy se exige, la demostración de D*Alembert 
es defectuosa en muchos aspectos, pero contiene un buen germen y 
puede elaborarse con ella una demostración rigurosa. Por ejemplo, una 
de las demostraciones propuestas por Weierstrass está basada en la 
idea de D'Alembert. La primera demostración completa del teorema 
fundamental fué hecha por Gauss en el comienzo del siglo pasado, y 
desde entonces se han agregado muchas otras. Entre las muchas demos- 
traciones existentes, probablemente la primera y la cuarta de Gause 
(ésta es sólo otra presentación de la primera) muestran de la manera 
más clara por qué una ecuación debe tener una raíz; y aunque los parti- 
darios del rigor extremo insisten en la necesidad de varios agregados, 
presentaremos aquí la cuarta demostración de Gauss como la que está 
más de acuerdo con los propósitos de este libro. 


2. Los coeficientes del polinomio 
f(z) = z + arm poor... +l, 
son números complejos. Sean éstos, escritos en forma trigonométrica, 
a = A (cosa + isena) ; b = B (cos B + tsen B), ..., 
l= L (cosà + 1 sen A). 
Atribuímos también a z un valor complejo 
x = r (cos ġ + ¿sen ġ). 


Sustituyéndolo en f (x) y separando las partes real e imaginaria con 
ayuda del teorema de De Moivre, podemos escribir 


f) =7T +:1U 
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donde 
T = r cosn o + ÁArricos[(n—Dó$ + a+... + Lceosh, 
U = msenng r Arrisen[(n—ID4+al+... + Lsenh. 
El teorema fundamental quedará demostrado si podemos probar la 


existencia de un punto con coordenadas polares r y $ en el que T y 
U se anulen, y esto se conseguirá recurriendo a la intuición geométrica. 


3. — Antes de entrar en la parte fundamental de la demostración 
deben hacerse algunas consideraciones preliminares. En primer lugar, 
es posible determinar un número KR tal que para r > R 


r—y2 (Ar + Br"4... + L)>0. [1] 


Si C es un número positivo mayor que todos los números 4, B, ..., L, 
la desigualdad [1] se cumphirá si 


r — V2 (rm +r?4 ...+D>0 


ó 
rh NTC (EA ES +=) >0. 12] 
r y r” 
Pero, suponiendo r>1: 
A rl EA 
r y ya r— 1 


y en consecuencia, [2] y con mayor razón [1] serán válidos sir > 1 y 


E 
esto es, si 
r>1+y42C. 
Basta tomar 
R=1+v2C, 


para que se cumpla la desigualdad [1] para r > R. 


4. — En segundo lugar, es posible demostrar que la circunferencia 
de radio r > R consiste de 2 1 arcos en los cuales T toma valores alter- 
nativamente positivos y negativos. Con este fin introduzcamos el ángulo 
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y consideremos sobre la circunferencia 4n puntos con argumentos 
0,30,50, .-..,(8n—3)0,8Bn—De. 


Estos puntos se designarán con Po, Pı, Pa, ..., Paa. Combinándolos 
en 2n pares Po, Pi; Pa, Pa; .-. ; Pana, Pan, será fácil demostrar que 
en los puntos de cada par, T toma valores de signos opuestos, y que 
estos signos serán 


(1, (DP 
para el par Par, Paz. Las ámplitudes correspondientes a Pa y Pas son 
$=Ur+D E y Y = 443) 
4n 4n 


y, por lo tanto 
1 1 
cosn y! = (— 1) — - 
Jz y (—1) NE 
Multiplicando los correspondientes valores de T por (—1)* y (D5, 
respectivamente, tenemos: 


cos n y = (— 1)* 


So a e a + 
+... + (— 1) L cosà 
+ (— 1) Arm cos [(n — 1) Y” + a] + 
+... + (— Dé Lcos à, 


r” 
y2 
y, por lo tanto, reemplazando 


(—D* cos[(n—1)$ +al,...,(— 1) cosa 
(— D* cos [(n — 1) $ + al, -.. , (—1D)**c082, 


(-— DT = 


por (— 1), se llega a las siguientes desigualdades 


(— 1} TE Am L 
COMTE Ar —L, 


cuyos segundos miembros, por la elección de r, son positivos; y esto 
prueba el enunciado. Por variar T continuamente con $, se anulará 
2n veces en los puntos (0), (1), (2), ..., (2n — 1) cuyos argumentos 
serán, respectivamente: 


w; 30; 50; 70; 90; Mo;...;(8Bn —3)a; (8n —Du. 


328 TEORIA DE ECUACIONES 


Es importante demostrar que estos puntos son los únicos en los que 
T se anula. Para demostrar ésto expresamos cos $ y sen ọ en función 


de ¿=tg £, de la siguiente manera: 


INE Sole 3 TEP A SE 
14 ? 14 E? 


e introducimos la expresión correspondiente 


1—e? 26 
z = r cd 
Lpg 1+ Ẹ 
en f (x). Entonces, la parte real T se presenta en la forma 

Z Pon (8) 

(a +)” 

siendo Pz, (E) un polinomio real de grado no mayor que 2n. Por anularse 
este polinomio para 2n valores distintos de E, como se demostró, su 
grado es 2n y no puede anularse para ningún otro valor de ¿. Además, 
las 2 n raíces cuya existencia se demostró, deben ser raíces simples y 
por lo tanto, alternarse los valores negativos y positivos de T al des- 
cribir la circunferencia de radio r. Puesto que en el punto de argumento 
w el valor de T es positivo y cambia de signo al pasar por el punto 
(0), en los 2n arcos entre 


0)y(0;(My(Q0);...;(0n—2) y (2n —1) ; (2n —1) y (0) 
los signos de T serán alternativamente — + — +, ete. 
5. — En tercer lugar, demostraremos que U toma valores positivos en 


los puntos (0), (2), ..., (2n — 2), y valores negativos en los puntos 
(1), (3), ..., (2n — 1). El argumento ¢ del punto (k) se encuentra entre 


CR A A 
4n ån 


por lo tanto, (— 1)* sen q es positivo y mayor que ai Multiplicando 
U por (— 1) y reemplazando ya 
(— 1)? sen [(n — 1) + a]; ... ; (— 1)* sen à 
por — 1, tendremos 
(— 1} U 2rr(—1)sennog— Ari... —L, 
y también la desigualdad 
(— 1) U > 


ys 


V2 


Aria SE 
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pero aquí el segundo miembro es positivo por la elección de r. Por lo 
tanto, el signo de U en el punto (k) es (— 1)*. 


6. — Elegido un círculo Y de radio >R, su circunferencia es dividida 
por los puntos (0), (1), (2), ..., (2n — 1) en 2n arcos en los cuales el 
signo de T es alternativamente negativo y positivo. Cuando el círculo 
T crece, los arcos (0) (1); (1) (2) ete., delimitan 2n regiones, que se 
extienden hasta el infinito, dentro de las cuales T toma alternativa- 
mente valores positivos y negativos; estas regiones están separadas 
entre sí por curvas en las cuales T = 0. Para describir más intuitiva- 
mente la situación, llamaremos « mares » a estas n regiones, afuera de 
T, donde T < 0, y a las otras n regiones, donde T > 0, «< continentes >». 
Las curvas en las que T = 0 serán las « costas ». Los n mares y los n 
continentes que existen en el exterior de F se extienden al interior de T 
a través de los arcos (0) (1); (1) (2); etc. Comenzando por el punto final 
(1) del arco (0) (1) a través del cual penetra un mar en el interior de T, 
imaginemos que caminamos a lo largo de la costa de modo que el conti- 
nente quede a nuestra derecha, yendo hacia adentro. Debemos luego 
salir de T y cuando lo cruzamos nuevamente, yendo hacia afuera, el 
continente debe seguir estando a nuestra derecha. Si la circunferencia 
se recorre en el sentido contrario a las agujas del reloj, los continentes 
y mares se alternan, de donde se deduce que cruzamos T, yendo hacia 
afuera, en el punto (k), siendo k par; es decir, ya sea en (2), que es el 
caso más simple, o en (4), (6), etc. Por lo tanto existe una curva conti- 
nua L que va de (1) a un punto (k), siendo k par. Sobre la curva L es 
constantemente T = 0; y en el punto (1), de acuerdo al Párrafo 5, 
U <O0, por lo que U > 0 en el punto (k). 
Por variar U continuamente, en algún 
punto de L debe tomar el valor 0, de mo- 
do que existe un punto dentro de T en el 
cual es T =0 y U=0, lo que prueba 
la existencia de una raíz. 


La figura siguiente, copiada de Gauss 
y preparada para una ecuación especial 
de quinto grado, ilustra perfectamente lo 
que hemos dicho. Las áreas cubiertas por 
mares han sido sombreadas y las que re- 
presentan continentes han sido dejadas 
en blanco. Ahora, si partimos de (1) y 
caminamos a lo largo de la costa llega- 
mos al punto (2) sobre el círculo T, y entre ellos sobre esta cos- 
ta hay un punto a que representa una raíz. Podemos partir tam- 
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bién de los puntos (3). (5), (7), (9) y seguir la costa en la forma 
descripta. Desde (3) llegamos a (8) pasando por otra raíz b. De (5) 
llegamos a (6) pasando por una raíz c, y de (7) llegamos a (4) pasan- 
do nuevamente por c. Finalmente, de (9) llegamos a (0) pasando por 
la raíz d. Esto nos indica que existen cuatro raíces a, b, c, d de las 
cuales c es una raíz doble. 


El teorema fundamental del álgebra, por su naturaleza, pertenece 
más al análisis que al álgebra. Es natural, por lo tanto, que esta demos- 
tración de Gauss contenga elementos trascendentes de carácter analítico 
y topológico. Existen demostraciones, como la segunda de Gauss y 
otras obtenidas después de ella, en las que los elementos trascendentes 
fueron reducidos a un mínimo. Sólo se requiere en estas demostraciones 
un hecho que pertenece al análisis: que una ecuación real de grado 
impar tiene una raíz real. 


APENDICE Il 


ACERCA DEL TEOREMA DE VINCENT 


1. Si una ecuación sin raíces múltiples se transforma sucesivamente 
mediante las sustituciones 
1 1 
z=a +— ; y=b4+= ; EPE 
y z t 


donde a, b, c, ... son enteros positivos arbitrarios, la ecuación transfor- 
mada, después de un número suficiente de transformaciones, no pre- 
sentará variaciones O tendrá sólo una. Este importante teorema fué pu- 
blicado por Vincent en 1836 en el primer volumen del Liuoville's Journal, 
pero más tarde fué olvidado hasta tal punto que no se lo menciona en 
absoluto en un trabajo capital como es la Enzyclopádie der mathemati- 
schen Wissenschaften. Sin embargo, el teorema de Vincent es la base 
del método tan eficiente para separar las raíces reales explicado en el 
Capítulo VI. En este apéndice daremos una demostración de una pro- 
posición algo más delicada que se enuncia como sigue: 
Sea N, el término k-ésimo de la sucesión 
1;1;2;3,5; 8; 13; 21;... 


en la cual cada término es la suma de los dos precedentes y donde A > 0 
es la mínima distancia entre dos raíces cualesquiera de la ecuación 
J (zx) = 0 de grado n, sin raíces múltiples. Supongamos elegido el nú- 
mero m de manera que: 


Nai A > : ANN > 14 n) 
€ 
donde 1 

da ES [2] 

n 

Entonces la sustitución 
T=G1w+ LF 

a + 

ET [3] 
Ga + 
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presentada en la forma de una fracción contínua con elementos arbi- 
trarios, enteros y positivos 4y, 42, .. ., Gm, transforma la ecuación f (z) = 0 
en la ecuación F (%) = 0 que no tiene más de una variación. 


2. Sea, en general, P,/Q, la k-ésima reducida de la fracción contínua 
1 
@ + 1 
a+ 


a+ 


De la ley de formación de las reducidas: 
Pra = rn Pk + Pra, 
Qrun = akn Qr + Quai, 
y considerando que Qı = 1; Q: = az > 1, se sigue de inmediato que 
Qr 2 Ny 
Además, la relación [3] aparece en la forma 
g= Pm Ë + P m1 
Qm E + Qm 
de donde 
P — Qmx 
Pm — Qmzt 
Si v es una raíz cualquiera de la ecuación f (x) = O, la cantidad E, 
determinada por [4], es la raíz correspondiente de la ecuación transfor- 
mada F (€) = 0. 
Supóngase que z es una raíz imaginaria 


zxz=a+b ;bx0. 
Entonces la parte real de la correspondiente raíz E, es: 
_ (Pmi— Qm12) (2n — Qna) + Qm-1Qmb* 
(Pm — Qma) + Omb? 
que es ciertamente negativa si 
(Pmi — Qm-14) (Pm — Qma) 20. 


R(E) = 


Si, por el contrario, 
(Pmi — Qm-1 4) (Pm — Qma)<0, 
significa que a está contenido entre dos reducidas sucesivas: 
Pmi . Pm 


Qm Qa i 
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la diferencia de las cuales es en valor absoluto igual a 


A 
Qm Qm 
Por lo tanto: 
Pm 1 m 1 
—a | < —— — — a| < —— 
Qma Qm Qm Qm Qm- Qm 
de donde 
1 
| (Pma — a Qm) (Pm — a Qm) | < ——— 51. 
Qmaı Qm 
En consecuencia, la parte real de £ será negativa si 
Qm Qm b? > 1 . 
Pero 


A 
Qm 2 Qm > Nma y |b| AA 


La desigualdad que acabamos de escribir se deduce de 


Nm- À ESN 
2 


y ésto, en virtud de [1], es cierto. Luego, las raíces imaginarias de la 
ecuación transformada tienen componentes reales negativas. 


3. Supóngase que con z llamemos indefinidamente a las raíces reales 
de la ecuación f (x) = 0, si las hay. Deben considerarse dos casos. Su- 
póngase primero que en correspondencia con todas las raíces reales x 


(Pm — Qm-12) (Pm — Qmz) >0. 


Entonces se deduce de [4] que todas las raíces reales de la ecuación 
transformada F (€) = 0 serán negativas. Se ha demostrado ya que 
todas las raíces imaginarias de esta ecuación tienen componentes reales 
negativas. En consecuencia, F (£), además de un factor constante, 
consta de factores lineales reales E + a con a positivo y factores cua- 
dráticos £ +b +c con b y c positivos. Luego el polinomio F (£) 
no presenta variaciones. 

Supongamos en el segundo caso que para alguna raíz real z 


(Pmi S Qm_1 1) (Pm — Qm 1) £ 0. 
Entonces z pertenece al intervalo 


Pmi Pm 
Qm- Qm 
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y por lo tanto 


Pa | 1 
z ——5]| < —. 
Qa Qui Qa 
Sea x' otra raíz cualquiera, real o imaginaria, de f(x) =0 y Y la 
raíz correspondiente de la ecuación transformada. Entonces, teniendo 
siempre presente que 
Paua — Purga = (— 1)”, 


se concluye de [4] que 


rı Qua (— 1). 
+ A ES A 
] Qua Qu (Pa —Quz') 
o bien 
Qu (— 1)" Qu 
mies y —_ E 14) 
Qm | Qu Qu — =) Qu | 
Qu 
siendo 
PE ETRE a 
Pa e 
al a 
Ahora 
Pa _y [Est -z 0 
Qu Qa Qu Qaa 
y 
bii 1 A 1 


s —Ļ—— S c- 
A QaQaa — 1 ANaNai—1 
Pero por la segunda de las desigualdades [1] 


€ 
y así 
Jal <e. 


Entonces, las raíces de la ecuación transformada correspondientes a 
las raíces 21, 22, ..-, Za_1 de la ecuación f (z) = 0, diferentes de z, son 
de la forma 
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Examinemos ahora el producto 
(+142)(6+140) (+14) = 074 Rt H Ro 


Tenemos 


R; = E (1 + a) (1 +a)... (1+ æ), 


consisitiendo la suma de pS È *) términos. Desde que 
| (A + 2) (AU + a)... (1 + 2) 11 <S(14+ 11) ( 4 ar 1)... 
(14 | al) —1 
y 
laj <e: 5; h=1,2,....n—1, 
tenemos 
(+ 2) (1 + a)... (1 +a) —1| < (+ ej— 1 
s (1 + £e)=*—1 = A. 
n 


Es fácil comprender entonces que R, pueda presentarse en la forma 
—1 
Ri =(" i Ja + 34) 
donde 


nes 
n 


Entonces: 
R; > 0. 


4. Es de primordial importancia demostrar que la razón (hacemos 
Ro = 1). 


Ri 
Res 
disminuye con k creciente. Como 
Re _ n—k 1 + òk E Rea _ n—k—1  1+B3 
Rex k 1 + òta ; Re k+1 1+3 


es suficient: demostrar que 
k(n—k=8WY ; (1 + 31)? (51 
(k + 1) (n — k) (L+ 3ra) (1 + dra) 


Ahora: 
k (n — k — 1) n ån E) 


i A EL, 


A A e E 
(k + 1D) (a — k) E+FDM—E (n + 1) 
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Por otra parte: 


(1 + 3)? E (2 -+) _ (M1)? 
(1 + òra) (1 + òra) (: + >) (n + 1)? 
n 


y de esa manera la desigualdad [5] queda demostrada. 


5. Supóngase que para la raíz x la desigualdad estricta 
(Pmi — Qm_ 2) (Pm A, Qmz) < 0, 


se cumpla. Entonces, la raíz ë de la ecuación transformada correspon- 
diente a x será positiva, y puede demostrarse que el polinomio 


(u — E) (u — €) ... (u — En) = 6(u), 


que difiere de F (u) sólo por un factor constante, presenta solamente 
una variación. 


Sustituyendo 
ym, ES Qm-: w ;u>0, 
Qm Qm 
tenemos 
(u) = (EF o —0) M++)... WHI H+ ana), 


de manera que es suficiente demostrar la afirmación para el polinomio 
(w — o) w +1 +a)... w +1 + arn) = (0 — 0) (ue! + Riv + 
+... + Rra) =v + (Ri —0) 014 (Re — Ri o) ur? + 
+... + (Rri — Rr20) v — Rro. 


Este polinomio presenta evidentemente una variación y no más de 


una, desde que R;, Ra, ..., Rn1, œ son positivas y 
2 R 1 
Rio ; —= 03... ———0 j —0, 
Ri Raz 


es una sucesión decreciente de números. 
Queda por considerar el caso 


(Pmi — Qm 2) (Pm — Qm 2) = 0. 


Todas las conclusiones referentes a las raíces de la ecuación transfor- 
mada correspondientes a las que difieren de z, se mantienen por fuerza 
y, en particular, la conclusión de que R,>0. Solamente en el caso en que 


Pma —Qmizr=0, 
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la cantidad llamada será igual a cero. Evidentemente entonces fa 
ecuación transformada no tiene variaciones. 


En el caso en que 
Pm —Qnzt = d, 


tendremos £ = œ, lo que demuestra que la ecuación transformada se 
reduce al grado n — 1. El polinomio F (u) difiere del producto 

(u — Es) (u — Es) ... (u — Ens), 
solamente por un factor constante, producto que desarrollado no pre- 


senta variaciones. Luego, el teorema de Vincent queda perfectamente 
demostrado. 


APENDICE III 


ACERCA DE LAS ECUACIONES CUYAS RAICES TIENEN PARTE 
REAL NEGATIVA 


1. En el estudio de la estabilidad dinámica de sistemas mecánicos 
es necesario tener un criterio simple para decidir si todas las raíces de 
una ecuación algebraica con coeficientes reales 


(1) =P +pri4+ar?4...+pj2=0, [1] 


tienen parte real negativa. Este problema fué planteado por Maxwell, 
estudiado luego por Routh, y resuelto de una manera muy elegante por 
Hurwitz. Hurwitz halló el siguiente criterio: La ecuación [1] tiene todas 
las raíces con parte real negativa únicamente si los n determinantes 


pı P Pr 
1 0 
D.=p ; D, = | ; Di=|p P pl;-...; 
Pı Pz 
Ps Pı Pz 
PD Po  --.0 
D, = Ps Pz --- 0 


Prai Pin2 --- Da” 


son positivos, siempre que, como puede legitimamente suponerse, po > 0. 
En todos los determinantes los índices de las letras p en cada fila de- 
crecen de a 1, y las letras con índices negativos y aquéllas cuyos índi- 
ces son > n, se reemplazan por ceros. 

En el caso de n = 2, este criterio se verifica directamente. Porque las 
condiciones en ese caso son 


Pe >0 ; p>0 6; = pp. >0 


Pi Po 
0 
o sea: pe > 0; pi > 0; p- > 0, y entonces es evidente que 
Pot mrt pa? =0. 
tiene raíces con parte real negativa. Suponiendo que el criterio de Hurwitz 
es verdadero para ecuaciones de grado n — 1, vamos a demostrar que 
338 
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continúa siendo cierto para ecuaciones de grado n, completando de 
esa manera la demostración por inducción. Seguiremos un método 
simple y elegante de I. Schur. 

Puede establecerse sin reparos la siguiente proposición: Si todas las 
raíces de f (x) tienen parte real negativa y 3 es un número complejo, será 


STO > iO): si RE>O, 
ÍD.= SO Di si Ri¿=0, (2] 
JW :< [RJ si RE¿<O. 
Consideremns la descomposición factorial de f (x): 
J (2) = Pa (3 — a) (2-27)... (1 — aa) - 


Suponiendo ¿ = a + bi y considerando el factor lineal real z — 2;, 
tenemos 
¡Ea = (a — u tb, 


en consecuencia, puesto que por hipótesis æ, < 0: 
¡E-m Z! ëe] [3) 


por ser 
a=R3¿30. 


Los factores lineales imaginarios aparecen en pares conjugados. Sea 
z —a, y z — 2, uno de estos pares y 
a, = Yr Fi y a= Yr 18, ; 1r<0 ; 5,>0. 
Será: 
[E — z? = (a — y)? + (0—3,)* 3 [E — al? = (a — y)? + (9 + 3,), 


y 
[32 P=(arr) HOt) ; ¡Ea (ar) (o — 3). 
Pero 
(a ai Y)? 2 (a + Y)’, 
según sea 
až0. 
En consecuencia 
! (È —2) (E — 2) ! Z | (—Ẹ— a) (— Ẹ— a) | [4] 
ya que es 
REZO. 


Las desigualdades [2] se deducen fácilmente de (3] y [4]. 
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2. Si hacemos 


1 
gtr Pito (Pı Pa — Po P3) 1+ Po Ps T? + w (Pı pa — po ps) 3+... [5] 


es fácil comprobar que 


29= [e (1-2) +mo]1(9— [po (12) =mo]s (2 
o bien 
= A (z) f (z) — B (z) f ( — x), [6] 
donde 


A (z) =p(1 =i +po ; B(x) = p1 — 2) — p0. 


Supongamos que po > 0; pı > 0; w >Q y sea z un número complejo 
4 0 tal que 
RI, 
© g£ 
Entonces, es fácil ver que 


| A (2) | > | B (2) |. [7] 


3. Las raíces de la ecuación Y = 0 varían con w, pero sus recíprocas 
estarán acotadas si w está acotado, por ejemplo si w < 1. Porque esta 
ecuación, como es fácil comprobar, es de grado n — 1, y las recíprocas 
de sus raíces satisfacen a la 2cuación 


P1P2 — Po P3 
Po pı 


+0 r + Beet... .=0, 
p 


cuyos coeficientes están acotados. Por lo tanto, w puede tomarse positivo 
y tan pequeño como sea necesario de modo que para todas las raíces 
de y = 0 sea 


R2<1. 
T 


Entonces, las partes reales de todas las raíces de y = O serán negatvas 
si las partes reales de las raíces de f (x) = 0 son negativas. Porque, su- 
poniendo que para alguna raíz ¿ de y =0 

REZO. 

Entonces, según [61 

A(S (E) = BE) f (— $), 
y según [7] 
la ®© > IBO, 
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por ser 
W 
R E <l., 
En consecuencia: 


por, 


ESOR 
lo cual es imposible siendo R¿ 2 0. 
4. La recíproca también es cierta: Si po > 0; pı > 0, y todas las raí- 


ces de y = 0 tienen parte real negativa, entonces todas las raíces de 
f(x) = 0 tienen parte real negati”a. Cambiando, en la identidad 


z 4 (2) = A (z) f (z) — B (z) f (— x) 
x por — qz, tenemos 
z ọ(— z) = Bl-2)f (1) —A(—2)f(-2), 
y resolviendo para f(z): 
zA(—r) 


oir ame 
Dee O E 
A (z) A (— x) — B (z) B (— x) 
Pero 
A (z) A (— z) — B (x) B (— z) = 4 po piw 
y entonces 


4 popio f(z) = rA (— 2) y (1) — zB (2) y(— 2). [8] 


Supongamos ahora que ¿0 es una raíz de f (x) = 0 y que RẸ 20. 
Se desprende de [8] que 


A(— E) 9(5) =B (E) (— 5). [9] 
Haciendo § = a + bi, tenemos 
A(—E¿E=p(+0a0+d0) +po, 
B (5) = po (1 — aw — b w) —po, 
| A(— §) P = [po (1 +40) + pou + pedo, 
| B (5) ? = [po (1 — aw) — po]? + pedo, 
en consecuencia 


| A(— $) |? — |B (5) |}? = 4woprta + 4ppo>0 
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O sea: 
la(— l> IBI. 

Entonces, de [9] 
11-201 


o i — 5) j, 
arar Dl<ivl i 


y ésto es imposible siendo R § = 0, porque todas las raíces de y = 0, 
por hipótesis, tienen parte real negativa. 


5. En correspondencia con los determinantes D, Dx, ... para la 
ecuación Y = 0 tenemos los determinantes 


EEEE T EEE a RAEE Po Pi 


w (Pı Pa — Po Ps) Pops 
w (Pı P2 -— PoP3) PoM 0 
As = | o (pı Ppi — Po Ps) pops au(pp:—pops) |; -.- 
w (pı Pe — Po P1) PoPs œ (Ppi Ps — Po Ps) 
Ahora bien 
== t 
A =oD ; s= op | PiP PoP? M, 
Pı Pa — Po Ps P: 
Pr 0 0 
=0Ppepi* | Ps PiPr—PoPs PM 
Ps P1Pa4— PePs Ps 


O sea 
Pp Pe 0 
A: = o Po | Pp Pp P | = o po Ds. 
Ps Pi P: 
Eu forma similar: 
Pı 0 0 Pp po 0 0 
As = o? p P3 PıPz — PoP: PoP =w* Po P Ps P2 Pr Po 
Ps PıPı — Po Ps Pops Ps Pa D: Pi 
Pi Pı Ps — PoP? PoP P: Ps Ps Pas 
o bien 


As = W? po Pi Da 


En general, todo determinante A, difiere de Dn sólo en un factor 
positivo. Podemos demostrar ahora que las condiciones 


D: >0 ; D>05...;D,>0, 


son suficientes para que una ecuación f (z) = O de grado n tenga todas 
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las raíces con parte real negativa, porque entonces tenemos pe > 0; 
Pp >0y 
A1>0 ; Ar>0;...,4.1 >0. 

Por lo tanto, suponiendo que el criterio valga para ecuaciones de 
grado n — 1, la ecuación y = O tendrá todas las raíces con parte real 
negativa y entonces (Párrafo 4) también será verdad para f (z) = 0. 
Las condiciones 

D,>0 ; D:>0;... ;D,>0, 

son también necesarias. Porque si f (z) = O tiene todas las raíces con 
parte real negativa, el polinomio f (z) consta de factores lineales z + a 
con a positivo y factores cuadráticos z? + 28 x + y con $ y y positivos. 
Par lo tanto, todos los coeficientes de f (z) son del mismo signo, y su- 
poniendo que pe > 0, tendremos también D: = pı > 0. Teniendo la 
ecuación $ = 0 todas las raíces con parte- real negativa (Párrafo 3), 
es necesario que 


A1>0 ; Ar>0;...;4A,1>0, 
por hipótesis; en consecuencia también 
D:>0 ; D>0;...;D,>0. 
Entonces: 
D,>0 ; D:>0;... ;D,>0, 


si todas las raíces de f(z) = O tienen parte real negativa, supuesto 
Pe > 0. 


APENDICE IV 


SOLUCION ITERATIVA DE LA ECUACION DE FRECUENCIA 


1. En el estudio de pequeñas vibraciones de sistemas mecánicos hay 
que tratar con sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de segundo 
orden con coeficientes constantes: 

ğı t angi + age +... + ainga = 0, 
da + anq t ang +... + amg =0, 


[1} 


Ün + anigi + anq +... H anma =O, 


que determinan la variación con el tiempo de los n parámetros inde- 
pendientes qı, 42, . .., Gn que definen la configuración del sistema. Las 
constantes reales a; satisfacen la condición 


Aj = lj, 


para todos los índices 1, j de manera que la matriz de las formas lineales: 
de los primeros miembros de [1] es simétrica. Para resolver las ecua- 
ciones [1] se buscan soluciones de la forma 


qk = Arsen (pt + q), [2] 


que representan oscilaciones armónicas naturales con la misma frecuencia 
p y fase a, pero de diferentes amplitudes correspondientes a diferentes 
parámetros. Sustituyendo la expresión [2] en las ecuaciones [1] y sim- 
plificando el factor sen (pt + a) obtenemos las ecuaciones siguientes: 


(an — pP) Ar + ar Ar +... +0nA,=0, 
an Ar + (an — pP’) Az +... Ham An =0, 


Ani Ár + An: Az + ... + (ann — P?) An E 0. 


[3] 


Haciendo p? = A y considerando que no todas las amplitudes se 
anulan, se concluye que el determinante del sistema [3] debe anularse. 
Esto da la siguiente ecuación en A en forma de determinante 


1 — A 412 de da Qin 
F) = 021 az — À... An =0 [4] 
Qni Cn? e.. nn — A 
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cuyo grado es n. Esta ecuación se llama ecuación de frecuencia. La misma 
ecuación aparece en la teoría de las perturbaciones seculares de las 
órbitas planetarias y por esta razón a menudo se la llama ecuación 
secular. Considerada independientemente de los problemas físicos o as- 
tronómicos, la misma ecuación es conocida como la ecuación caracterís- 
tica de la matriz. 


Gi Qi... Qin 
A 02 AR. Azn 
An An? Ann 


Como se expresó anteriormente, se supondrá que esta matriz es 
simétrica. 


2. Dos conjuntos de amplitudes A,, Áz, ..., An y Ar, Az', ..., An! 
correspondientes a dos raíces distintas A y A' de la ecuación de frecuencia 
satisfacen la condición de ortogonalidad 


A, Al + Az As + .o. + AnÁn == 0. 
El origen de esta expresión se explica por el hecho de que dos vectores 
A = (Á, Áz, ..., An) 
A’ = (Ar Ar ..., Ån), 
se llaman ortogonales si su producto escalar 
AXA' = AJA +AA! +... tAr, 
se anula. Para probar la afirmación anterior considérense dos sistemas 
de ecuaciones lineales 


aun Ar + am As +... + OimÁAn =A, 
an Ár + da A2 +... + Qin An =) Asz, [5] 


am Åi + am Áz + ... + Gan Án =) An, 


au Al + ar Ad +... + Qin An =NVA1s, 
azn Al + az A +... + on An =M Az, [6] 


..... o... +... ++... .......«......«.........o.o >. 


An AY + An Az + SN + ann År = A An. 


Las ecuaciones [5] multiplicadas respectivamente por Ay”, AY, ..., An 
y sumadas dan por resultado 


Y oy A Aj = A (ALA + Ar AY +... HARAN) [71 
E f 
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donde en el primer miembro la doble sumatoria se refiere a los índices 
i,j que toman independientemente los valores 1,2, ...,n. Las ecua- 
ciones [6] multiplicadas por Aj, Á», .--, An y sumadas dan, por otra 
parte: 
y a; AZ Aj = Y (AJA + A2 AY + -.- + An Az) - [8] 
23 
Pero como a = aj; ambas sumas de los primeros miembros de [7] 
y [8] son iguales y restando tenemos 


Q — x) (A1 Al + A2AY +... HALA 0 


y así 
ALAY + AX AY +... FAA =0, 


ya que 2' 2. 

La relación de ortogonalidad puede usarse para demostrar, siguiendo a 
Lagrange, que las raíces de la ecuación de frecuencia son reales. Supón- 
gase que hubiera una raíz imaginaria A = a + Bs; B = 0; entonces 
existirá una raíz imaginaria conjugada NM = a — ĝi y sería xd 

Las ecuaciones [5] se satisfacen para valores complejos A, Az, ..., An 
no todos nulos. Las ecuaciones [6] correspondientes a la raíz conjugada 
será satisfecha por números A, Az, -- -, An conjugados, respectivamente, 
de Á, Az, .-., An y la relación de ortogonalidad da 


AJA + Ar Ar + ... FAJA, =0 


o bien 
1411? + 1421 +... + 14x1? =0, 


lo cual requiere que 


contrario a la hipótesis. 

En las aplicaciones mecánicas, las raíces A son no sólo reales, sino 
positivas y distintas, exceptuando casos verdaderamente excepcionales 
de aplicaciones de poco interés. La formación de la ecuación de fre- 
cuencia según el desarrollo del determinante [4], puede ser de orden 
elevado en algún caso, lo que representa un trabajo tedioso. Cuando las 
raíces A difieren considerablemente en magnitud los ingenieros prefieren 
cálculos aproximados de las mismas por algún proceso de iteración. 
El propósito de este apéndice es explicar los lineamientos de este proceso. 


3. La exposición ganará considerablemente en simplicidad y elegancia 
haciendo uso del álgebra de las matrices. Con este fin debemos agregar 
algunas nociones que no se han dado en el texto del Capítulo YX, Pá- 
rrafos 12 al 15. 
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Una matris A* obtenida de la matriz A cambiando filas y columnas 
se llama transpuesta o conjugada de A. Una matriz simétrica es auto- 
conjugada, de manera que 

A*=A 


y viceversa, cualquier matriz que satisfaga esta relación es simétrica. 
Los determinantes de las matrices conjugadas son iguales. Por la regla 
de multiplicación de matrices se verifica la siguiente ecuación: 


(AB)* = B*A* 


que puede interpretarse diciendo que la matriz conjugada del pro- 
ducto es igual al producto de las conjugadas de los factores tomados en 
orden inverso. Una matriz S se llama ortogonal si satisface la condición 
de la ecuación 

SS*=E [9] 


de donde se deduce, en primer lugar, por la regla de la multiplicación 
de determinantes, que: 


(det S)? = 1 
de manera que 
det S = +1 
y en segundo lugar, que 
Se = 8g 
y, por lo tanto, también 
S'S =E. [10] 


Si cy son elementos de una matriz ortogonal, surge de las ecuaciones 
[9] y [10] que ellas satisfacen las relaciones 


let... Heat =1 
Cata + Cala +... +CiCj=0 para tj, 1] 


C? +e? e ... + ca? = 1 
Cri Cry + Caic +... + Cria = 0 para ixj. [12] 
4. Sean A1, Az, -.., An las amplitudes correspondientes a una raís A 


de la ecuación de frecuencia. Al multiplicarlas por un factor conve- 
niente puede suponerse que 


AY A +... + Ax =1. 
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Las amplitudes que satisfacen esta condición serán llamadas norma- 
lizadas. Sean 


A], %2, -.., En 
Bis B2, ---, Bn 
Yi, Y2, >» Yn 


amplitudes normalizadas correspondientes, respectivamente, a las raíces 
Ai Az, -.., An de la ecuación de frecuencia. Si suponemos, por simpli- 
cidad, que estas raíces son simples, las amplitudes normalizadas corres- 
pondientes a las mismas satisfarán la relación de ortogonalidad, de 
donde, en virtud de [11], se deduce que la matriz 


Zi 02... Un 


S = Bi Pz... Bn 


es ortogonal. Las amplitudes correspondientes a la raíz % satisfacen 
las ecuaciones 
an 0% + anra: +... + anan = Mt, 


00% + ana: +... + amn anr = Ma, 
Ani % + ana + ... + anan = Manr, 
que, introduciendo la matriz columna 


Yi 


Us 


(a) = 
Un 
puede condensarse en una ecuación matricial 
A (a) =%MÍ(a). 
De esta ecuación surge que 


A? (a) = AA (a) = ^ A (a) 
A? (a) = AA? (a) = 1? A (a) 


A? (2) 


A (a) 


y en general, que 
A"(a) = Mm” (a). 
Introduciendo en forma similar matrices columnas (B), ..., (y) co- 


rrespondientes a las raíces àz, ..., An tenemos entonces n ecuaciones 
matriciales 


Ar(a) =m (a) ; A”(B) = Mr (8); ... 54" (Y) = An” (9). 
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Sea 


una matriz columna y escribamos 
AC =C 5 AC, = Ca 3 AC: = C3;... 


y, en general : 
Cm = ACma = A*C. [14] 


Por otra parte, pueden determinarse constantes Yı, Ys, -.., Yn tales 


que 
C = yıla) + (+... + Yal»), 


de [14] y [13] surge entonces que 
Cm = M” yi (a) + yahe) +... H An” Yn (y). 


Si c); cam; ... ; cnt") son elementos de Cm, la última ecuación de- 
muestra que 


cm = Y da + Yada” Bit... Y An, [15] 
vara i = 1; 2;... ; n. Nótese que debido a la ortogonalidad de S 
Yı = Ca + caa +... + Cop. [16] 
De [15] se sigue que 
me O YUM a; H ya Mnt BiH... H Yn An vi 
ci Y A” A; + Y2 A” B: + ... + Yn An Yi 
o bien 
Az m+1 ' An mt 
camin Yi a; + Y2 Qi (5) +... e ( A ) 


1 
cm) As m An m 
> i sl =— ... ns 
natrt()+ +10(55) 


1 1 


Supóngase ahora que 2, es la mayor de las raíces; entonces las razones 


A S 
O CS 
serán menores que 1 y sus potencias convergerán a cero cuando los 
exponentes aumenten indefinidamente. Supuesto, por lo tanto, que 


Yı x; * 0, el límite de la razón 
cet) 


es m) 
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con m —> œ será à, y para m grande, la mayor de las raíces (corres- 
pondiente a la máxima frecuencia) puede ser calculada aproximada- 
mente de la ecuación 

cinto 


lí == 
cm) 


Guude, en general, ¢ puede ser uno cualquiera de los números 1, 2, ...,n. 
Consideraciones similares demuestran también que para m grande las 
razones 


qa * CC? qe? 


serán aproximadamente iguales a las razones de las amplitudes 


Ue p Ca 


Zi El 


El cálculo de c,(*, cx), ..., c, puede realizarse por un simple méto- 
do recurrente, usando las fórmulas 
GHD = aa + ap a™ +... H am Ca, 
atd = an a™ + an a™ F o... H ar Cn ™, 


a... +... or. nonnnnonnne..n.o.oonoonp9$sa ss... .». 


EA AAA 


Con respecto a los valores iniciales de cı, Cz, ..., Cn, pueden ser toma- 
dos arbitrariamente, con la sola condición de que 


YN = at +12 +... + Cra 0. 


Si cı, Cr, . . -, Case toman al azar, esta condición se satisfará en general. 
Para encontrar la raíz menor de la ecuación de frecuencia, o sea la mí- 
nima frecuencia, puede aplicarse el mismo método a la matriz recí- 
proca A". Para demostrarlo, nótese que la ecuación característica de 
A es 

F (à) = det (4 — 1 E) = 0. 


Ahora 
A (A —^ E) = — a~ (A — i E), 
de donde, por la regla de multiplicación de determinantes 
det A . det (A-1! — X~ E) = (— 1)"A” det (A — à E) 
y de esto se sigue que las raíces de la ecuación característica para la 
matriz recíproca A”* son 


O O 
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y la mayor de ellas es la recíproca de la menor raíz correspondiente 
a A. Por lo tanto, la menor raíz puede calcularse por ei proceso anterior. 
Una vez que la raíz mayor se ha calculado con suficiente aproximación, 
las otras raíces pueden calcularse aproximadamente por el mismo mé- 
todo, suplementado con ciertas consideraciones adicionales, pero que 
nosotros no trataremos. El método explicado en este apéndice se basa 
en la misma idea que el antiguo método propuesto por Daniel Bernoulli 
para cualquier ecuación algebraica y tiene los mismos defectos de con- 
vergencia lenta cuando las raíces no son numéricamente muy distintas. 
La lenta convergencia que a veces ocurre se compensa por el hecho 
de que los errores accidentales de cómputo solamente retardan el pro- 
ceso pero no influyen en el resultado final. La simplicidad de cálculo 
es otra ventaja especialmente apreciable cuando el trabajo se confía 
a un grupo de calculistas. Probablemente éstas son las razones por las 
cuales muchos ingenieros usan este método con preferencia a otros. 

El defecto de una convergencia lenta puede remediarse, en cierta 
manera, por el siguiente procedimiento que lleva a usar 2 n iteraciones 
en lugar de m. 

Refiriéndonos a la expresión 


CN = yi aiM” + ri + Ya Yida” 
y a las relaciones de ortogonalidad [12], es fácil encontrar que 
Ia ma ce) cat + ca co (a+ + a + Ca a) c,¿(m+D 
An = ca ce) + am a ™ -+ SN + Ca Cm) 
tendrán las expresiones sencillas siguientes 
La = Cl il le Cl ds E e E Pd 
An = 1? A= + Y a+... + Y. An’, 
de donde el cociente 


Ta 


An 
será aproximadamente igual a la mayor raíz à; y es fácil ver que 


Ejemplo. Sea la matriz 
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Comenzando con 


cil) =] ; PAQ] = 0 5 c30) =0 


calculamos rápidamente por recurrencia 


ci(10) = 14041 ; c0) = — 17460 ; c09) = 7753; 


ad = 45542 ; cell = — 56714 ; c® = 25213 ; 
de donde 
Tio = 1825158051 
Aso = 562110290 
y 


Tio 


= 3,246975, 
10 


mientras que la mayor raíz característica de la matriz A es 
3, 2469795 , 


de manera que la aproximación, aun después de un número tan reducido de pasos, es 
bastante satisfactoria. 


APENDICE V 


EL METODO DE GRAEFFE 


1. Cuando es necesario calcular todas las raíces de una ecuación, 
incluyendo las imaginarias, el así llamado método del cuadrado de las 
raíces o de Graeffe es preferible a los demás y es el único método prác- 
tico para calcular las raíces imaginarias. Las primeras ideas de este mé- 
todo se encuentran en los escritos de Waring en el siglo XVIII. Más 
tarde fué propuesto independientemente por Dandelin (1826) y Lobat- 
chevsky (1834) un método para el cálculo de las raíces basado en la 
misma idea, pero sólo Graeffe (1837) lo desarrolló en todos sus detalles. 


Sea 
Fo) =p + pr t pret... +per =O, 


la ecuación propuesta, con raíces a&i, %z, ..., %n. La primera parte del 
método de Graeffe es un algoritmo para la formación de la ecuación 
con las raíces a1?, a2, ..., an. Como 


f(x) = Pn (2 — 01) (£ — a) ... (E — an), 
(— 1)" f (— 2) = parle + 0) (£ + a)... (E + an) 
y multiplicando estas ecuaciones miembro a miembro, tenemos 
(— 1)» f (z) f (— 2) = pi? (2? — a?) (e? — ag)... (2? — an), 


de manera que, reemplazando x por yz , la ecuación pedida, de raíces 
a?, X2, ..., an? puede escribirse así: 


F (a) =f (dz) f(2V7) =0. 


Ahora 

JN) =p + pmr +p +... +7 (p + ptt peH...) 
J(— NVT) = po + poz + pir +... — NVa (pi + pit + prt...) 
y luego 


F (z) = (po + pax + piè? +...) — ar tpar tpe t ...), 
de donde es fácil ver que el coeficiente de z* en F (z) será: 


(— 1) [p? — 2 piai pinn + 2 pie Pisa — --.], 
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continuándose los términos entre paréntesis mientras los subíndices de 
las letras p no sean negativos o mayores que n. Se obtiene una simpli- 
ficación cambiando z por — z en F (zx), es decir, considerando la ecua- 
ción cuyas raíces son: — &:?; —ag?; ...; — ane. En este caso, tenemos la 
siguiente regla uniforme: Escribiendo la ecuación original en la forma 


aore + az! +... +ar=0, 
el coeficiente de z"! en la ecuación transformada, cuyas raíces son 
—a; — a; ... ; — Qp*, está expresado por la suma 

a? — 2 Qil Qipi + 2 Qi 2 Qi? — ... 


que se continúa mientras los índices no se hacen negativos o mayores 


que n. 
Por una repetición del mismo proceso, se obtienen ecuaciones trans- 


formadas cuyas raíces son 


— at j; — t;n... An 

— a ; — ab; ... j — anb; 

— qi!’ ; — ab; ... ; — An’; 
etc. 


es decir, las opuestas de las raíces qı, 2, ..., An, elevadas a exponentes 
que son potencias de dos rápidamente crecientes. Luego de algunas de 
estas operaciones los coeficientes de las ecuaciones transformadas se 
hacen excesivamente grandes y es necesario reemplazarlos por valores 
aproximados reteniendo un cierto número fijo de cifras significativas, 
por ejemplo, cinco o seis. Reteniendo generalmente, por ejemplo, seis 
cifras, se puede esperar obtener raíces por el método de Graeffe tam- 
bién con seis cifras significativas. Los cálculos se realizan convenien- 
temente con la ayuda de una máquina de calcular. Otra forma de evitar 
el uso de números muy grandes es reemplazar los coeficientes de la 
ecuación transformada por sus logaritmos (o mejor, por el logaritmo de 
sus valores absolutos) agregando una letra n al final del logaritmo para 
indicar un coeficiente negativo. Los coeficientes de las ecuaciones trans- 
formadas serán todos positivos si la ecuación propuesta tiene solamente 
raíces reales, de manera que los coeficientes negativos indican la pre- 
sencia de raíces imaginarias, aun cuando la recíproca no es cierta nece- 
sariamente. Cuando se usan los valores logarítmicos de los cocficientes, 
es de mucha ayuda tener tablas de logaritmos de Gauss que permiten 
tomar directamente de la tabla el logaritmo de la suma o diferencia 
de dos números cuyos logaritmos son dados. La excelente tabla de loga- 
ritmos a seis decimales de Bremiker contiene también tablas de loga- 
ritmos de Gauss. 
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Ejemplo 1. Sea la ecuación propuesta 
Y +2r—6*—22+1=0. 


Los coeficientes de las primeras tres ecuaciones transformadas se han calculado exac- 
tamente de acuerdo con lo anterior y se consignan en la siguiente tabla: 


1606 


23 2525446 


Los números de la columna de la izquierda muestran los exponentes de las potencias 
a las que han sido elevadas las raíces. Al pasar a las siguientes ecuaciones transformadas 
retendremos solamente seis cifras significativas. Los resultados son los siguientes: 


21 1 555881 X 10* 637676 X 107 555881 X 10 1 
25 1 308991 X 10: | 406631 X 10% | 308991 X 10! 1 


Para la ecuación transformada siguiente los coeficientes dentro de la aproximación 
supuesta serían iguales a los cuadrados de los coeficientes precedentes: una circunstancia 
importante relacionada con el método de Graeffe que demuestra que no es necesario 
continuar más el cáículo. 

Ejemplo 2. Sea la ecuación propuesta 

zt + 8r — Tzr — 50r — 30 =0. 
Los coeficientes de la primera ecuación transformada, calculados directamente: 
2: 1 78 789 2080 900 
son reemplazados por sus logaritmos: 


21: 0 1,892095 2,897077 3,318063 2,954243 


Los cálculos siguientes, hechos con ayuda de las tablas logarítmicas de Bremiker, dan: 


0 3,653792 5,476891 6,463324 5,908486 
23 0 7,294564 10,804246 12,900923 11,816972 
24 0 14,588985 21,573568 25,801272 23,633944 
25 0 29,177970 43,145614 51,602544 47,267888 


En el paso siguiente todos los logaritmos se duplicarían así que, con la aproximación 
deseada, no es necesario continuar más. 


2. De manera de poder explicar cómo el proceso descripto en el Párra- 
fo 1 puede ser usado para el cálculo de las raíces, comenzaremos con el 
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caso más simple cuando las raíces gı, %, ..., &n son todas reales y de 

distinto valor absoluto. Llamando en general pp a | az |, supóngase que 
>>... > On. 


Llámese Ao, 41, ... , An a los coeficientes de la ecuación transfor- 
mada correspondiente al grado m = 2* de las raíces. Entonces eviden- 
temente es 


As E Az a Az 
— = 13 q” = Y p,” q.” — = EQ” p” pg; 
Ao "de A ; 
En estas sumas los términos 1”, pi” q”, pq” q” p3™, ... son los 


términos dominantes y los otros términos serán incomparablemente 
menores si m es un número suficientemente grande. Entonces, con 


pequeños errores relativos e, £2, €3, ... podemos escribir 
A A 
=P ta) ; E = pm pm (1+ e) 
0 Ao 
A 
rA = q” q pa (1 + e3)5... 
0 
de donde, con pequeños errores 
m log e = lag HE ; mlog p1 p2 = ly HE ; mlog pı p2 p3 = jagia 
Ao ' i Ao’ Ao 
y con errores aún más pequeños (debido al divisor m grande): 
log e 1 log Ai ; log e e a log Ai 
slog 1 02 = — — 5 
: m Ao m Ao 
1 A 
log p1 ẹ2 p = — log L; ... [1] 
m 0 


Pasando a la siguiente ecuación transformada, cuyos coeficientes son 
Ad, AY, ... tenemos también 


AY A? 
4% = am + s) ; T = (p1 02)" (1 + €) ; 
A t 
E = (p pa p (1 + e3); 


o, con errores relativos pequeños: 
A JAP, A (E E EA E Si 
Ay la AS al AY a e 


que explica, en general, el fenómeno observado en los dos ejemplos 
precedentes. Recíprocamente, cuando se satisfacen estas ecuaciones den- 
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tro del grado de aproximación prescripto, puede suponerse sin temor a 
error que por lo menos con la misma aproximación se cumplirán las 
ecuaciones [1]. Habiéndose encontrado en [1] los logaritmos de los 
módulos 1, pe, 3, -- . estos módulos se determinan inmediatamente 
por las tablas logarítmicas. Con respecto al signo de la raíz se podrá 
encontrar sin dificultad si se conoce groseramente la ubicación de las 
raíces. 


Ejemplo 1. Resolver la ecuación 
xt +2r—6r—2r+ 1=0, 
vista en el Ejemplo 1, Párrafo 1. Los coeficientes de la quinta ecuación transformada son 
1 308991 X 101? 406631 X 10%% 308991 x 10? 1 
y sus logaritmos 


O  17,489945 25,609200 17,489945 0 


de donde 
32 log p. = 17,489945 32 log pı pz = 25,609200 


32 log pı p2 pa = 17,489945 32 log px p2 pa pe = 
y, en consecuencia: 
log p. = 0,546561 ; log pz = 0,253727 ; log ps = 1,746273 ; log pa = 1,453439 
e = 3,520150 ; pz = 1,793604 ; ps = 0,557536 ; pa = 0,284079. 
Con una noción somera de la ubicación de las raíces se encuentra que son 


— 3,520150 
+ 1,793604 
— 0,557536 
+ 0,284079 


Suma: — 2,000003 
en lugar de — 2. Presentada la ecuación en la forma 
(t +r— 1p = 5r, 
es fácilmente resoluble y sus raíces son: 
y5—1 +V10=y0 . —V5—12V10+ 420 
2 2 


o aproximadamente 
— 3,5201470 
+ 1,7036045 
— 0,5575365 
+ 0,2840790 


Los valores anteriores son tan próximos a éstos como podía esperarse del uso de tablas 
de logaritmos de seis decimales. 
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Ejemplo 2. Resolver la ecuación 
+8 —7X—50x-30=0, 


ya vista en el Ejemplo 2, Párrafo 1. Los logaritmos de los coeficientes de la quinta ecua- 
ción transformac” >n: 


O  29,177970  43,145609  51,602544  47,267888 


de donde 
43,145609 51,602544 
— 29,177970 — 43,145609 
32 log pı = 29,177970 ; 32108 p: = 13,967639  32log pz = 8,456935 
47,267888 
— 51,602544 


32 log pa = 5,665344 
y, por lo tanto: 
log p = 0,911812 ; p. = 8,16228 
log p. = 0,436489 ; p: = 2,73204 
log ps = 0,264279 ; ps = 1,83772 
log pa = 1,864542 ; pa = 0,73205 


Sin mucho inconveniente se determina que las raíces son: 


— 8,16228 
+ 2,73205 
— 1,83772 
— 0,73205 


— 8,00000 


3. En general, agrupemos los módulos de las raíces p1, P2, ..., Pn en 
grupos tales que 


azp 2... 2 P 
Pa 2 Parr Z.. 2 un 
Pul Z Pur È ZP 


pero tal que 
Pa > Par 3 Pe > Pan 5 Oy > Py j ooe 


En las expresiones 


| 
M 
E 

3 
è 

3 


E AA 
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los términos a” a”... a” ;a7%ae”"... AP; aam... qt; ... son 
dominantes y los otros términos incomparablemente menores para m 
grande. Luego, con errores relativos arbitrarios y pequeños €, €s, €3, -. 
A A , 
A = (ara... a)” (1 + e) ; T olaa... a)n a) 5 
0 0 


A O E EN 


0 


o lo que es lo mismo 


f (o1 p2... 2)” (1 + £1) 5 a = Cor pr... 2)” (1 + e);... 


de donde, nuevamente con pequeños errores 


ee e e O e l log Ls; 
1 02... = — ; Fa = — ; 
A Pm Ao A+l u m A, 
1 A 
Pus... Py = —log —;... [2] 
m As 


y estas relaciones se satisfarán dentro de la aproximación prescripta 
cuando las transformaciones se continúen de manera que los logaritmos 
de las razones 


comiencen a duplicarse de una ecuación transformada a la siguiente. 
La sucesión de los coeficientes 


Ao ; Aı 5 Az... 


dividida en secciones 


SAR 
Ax Ay 
Ay 4, 


cuyos extremos muestran una regularidad de comportamiento en que- 
las razones 
Ar . 4. As, 
Ao ' Ao A 
tienen tendencia a elevarse al cuadrado o sus logaritmos a duplicarse 
cuando se pasa de una transformada a la siguiente, mientras que los 
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términos intermedios no manifiestan tal comportamiento regular. En 
la práctica por lo tanto, es siempre fácil encontrar mientras se ejecutan 
las transformaciones, los valores de los índices 2, y, y, ... De las ecua- 
ciones [2] se pueden hallar valores aproximados de los productos de los 
módulos pr, ..., Pa; Pa+1--. Pu; --- de cada grupo. Para ver cómo ayuda, 
ésto a encontrar aproximadamente el módulo de las raíces reales e 
imaginarias, supóngase por ejemplo, que entre las raíces 


Œi, Z2, Z3, X4, Ub, Qe 
de una ecuación de sexto grado, ordenadas en sentido decreciente de 
sus módulos, a, es raíz real, «z y «a imaginarias conjugadas, au real y 


as Y as imaginarias conjugadas de manera que tres de cllas no tengan el 
mismo módulo. Entonces 


P > p2 = p3 > p4 >P = pe 


y para m grande la sucesión de los coeficientes 
Áo ; Áı ; A: ; As ; Aa ; Ás ; As 


se encontrará que se divide en. secciones 
Ao, As 
Ar, 42, Az 
As, As 
A1,4s, As. 


Suponiendo por simplicidad que As = 1, los coeficientes Ay, Az, As, 
Aj mostrarán un comportamiento regular como se dijo antes, pero Az 
y As, en general, variarán erráticamente, cambiando de signo y mos- 
trando la considerable influencia de los coeficientes vecinos As, Az 
y A, As. Una vez que la partición se ha manifestado, los módulos de las 
raíces reales p1, pa se encuentran aproximadamente con 
A; 1 As 


; log pa = — log 
0 * m AS” 


log q = El log 
m 


y los cuadrados de los módulos de las raíces imaginarias con 


1 As 
; log es? = — lo A 
1 i m B Aa 


1 Á3 
log ọ2 = — lo 
g 02 E g-i 


El procedimiento ilustrado en este ejemplo servirá para encontrar 
los módulos de las raíces reales e imaginarias excluyendo el caso de dos 
o más raíces de módulos iguales (o muy próximos) que requiere la apli- 
cación de artificios especiales. 
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4. Cuando los módulos de las raíces se encuentran por aproximaciones, 
los signos de las raíces reales son fácilmente determinables y los argu- 
mentos (o componentes reales) de las raíces imaginarias pueden deter- 
minarse de la siguiente manera: Supóngase primero que hay un par de 
raíces imaginarias a + bz cuyo módulo es pe. Si la suma de las raíces 
reales se indica con c, las componentes reales e imaginarias se deter- 
minan de 5 


a 
2a = — 4 ; b =y e—a 


-do 


Cuando hay dos raíces imaginarias 01 + bı t; az + bzi de módulos 
desiguales pı, pz, considérense las sumas de todas las raíces y de sus re- 
cíprocas; llamando s y o' la suma de las raíces reales y la de sus recípro- 
cas, tenemos dos ecuaciones 


A A : ió 2a On1 


Qo p? pa? an 


que sirven para determinar a; y az luego de lo cual se encuentran b, 
y ba de 


naya a p heye a. 


En el caso en que hubiera tres o más pares de raíces imaginarias de 
distinto módulo puede usarse el siguiente procedimiento general: Po- 
demos suponer que el grado de la ecuación propuesta f (x) = O es par 
e igual a 2 y; pues en caso contrario puede reemplazarse por xf (x) = 0. 
Sea p el módulo de alguna raíz imaginaria y $ su argumento. Sustitu- 
yendo x = p (cos $ + 12 sen $) en 


xrfíx) =0 


e igualando a cero las partes reales e imaginarias, tenemos dos rela- 
ciones de la forma 


Co cosvo +C,1cos[v—Do9+...+C,¡cospo+C,=0, 
Dosen vé + Dı sen(y—1I)9+...+0D,,seng9 =0, 


donde los coeficientes son cantidades conocidas. Reemplazando en 
general: 


sen k ọ 
sen $ 


coskog ; 


por sus expresiones en la variable t = cos g encontramos que t es la 
única raíz común a las ecuaciones 


F(0)=0;0(t) =0 
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una de grado v y otra de grado +» — 1. Esta raíz común puede encon- 
trarse por el método usado al determinar el máximo común divisor. 
El cálculo se realiza convenientemente si se dispone de máquina de 
calcular. 

Existe otro método para calcular las componentes reales de las raíces 
imaginarias. Tómese un número real k (que por razones prácticas no 
debe ser ni muy pequeño ni muy grande) y transfórmese la ecuación 
propuesta mediante la sustitución 


y=x—k. 
Haciendo 
la, | = 0 5 a, —k | =n ; 4% =0,+b,i 
tenemos 
az +b? =p} : (a, — k +b =r? 
de donde 


b ns + k? 


a, = 
2k 


Los cuadrados de los módulos de la ecuación en y se determinarán. 
por una nueva aplicación del método de Graeffe; sean éstos 


O EA 


Como los signos de las raíces reales a, se conocen, no hay dificultad 
en encontrar los correspondientes ry». Si la menor diferencia entre los 
módulos de raíces imaginarias no conjugadas es menor en valor ab- 
soluto que 2k es fácil ver que con p, > py, tenemos también r, > Tu y 
luego los valores r, para las raíces imaginarias pueden encontrarse sin 
ambigiiedad entre r?, s?, t?, ... Pero los valores de k que satisfacen 
la condición anterior pueden ser tan pequeños como para causar una 
considerable pérdida de aproximación en la determinación de avy. Con 
un valor de k mayor, la identificación de r, correspondiente a q» puede 
lograrse mediante un proceso de tanteos fácilmente aplicable en la 
práctica, que se basa en la desigualdad 


y la relación 


que se deduce de la expresión de la suma de las recíprocas de las raíces, 
tomando en cuenta la expresión anterior de a,. 
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5. Vale la pena ilustrar estas consideraciones generales por medio de 
ejemplos numéricos. 


Ejemplo 1. Resolver la ecuación 
xx +rit—7r—22+x+1=0. 


Los resultados del cálculo, que el lector debe repetir, se dan en la siguiente tabla: 
i 


—7 —22 1 1 
2! : 95 500 45 1 
2? —5885 241480 1025 1 
23 12995 177317 X10* 583247 X 105 567665 1 
24 133407 X 10? —120145 x10%0 | 340177 X10! 205594 x 108 1 
25 202003 x 10"! 53584 X 1075 115720 X108 354654 X 1017 1 
26 406980 X10?7 | —180391 x10% | 133911 X10% 123468 X104 1 
27 * y 1 


hi 152409 X 1085 


El comportamiento irregular del tercer coeficiente indica la presencia de raíces ima- 
ginarias. Luego de seis transformaciones la partición se torna manifiesta y los grupos 
en que se separan los coeficientes son los siguientes: 


1 406980 Xx 10?7 
406980 X 10%? — 180391 X 10% 133911 X 10% 
133911 X 108 123468 X 10% 
123468 X 1010 1 


Esto indica la existencia de tres raíces reales y dos imaginarias. Recurriendo a los loga- 
ritmos encontramos 


log 406980 X 1027 = 32,609573, log 133911 X 108! = 86,126816, 
log 123468 X 10% = 45,091554 , 


de donde 
64 log pi = 32,609573, 64 log pọ? = 53,517243 , 
64 log pa = —41,035262, 64log ps = — 45,091554,, 


log pı = 0,509524, log pa = 1,358824, log ps = 1,295444 , 
pı = 3,23239 , p4 = 0,228476 , ps = 0,197445, 
que lleva a las siguientes raíces regles: 
+ 3,23239 ; + 0,22847 ; — 0,19745. 


El logaritmo del cuadrado de los módulos de las dos raíces imaginarias es 


log pọ: = 0,836207 , 
y así, llamándolo simplemente p?, tenemos 
p? = 6,85815. 
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Considerando la suma de todas las raíces tenemos 


3,26341 + 2a = — 1, 
de donde 
a = — 2,131705, 
y 
b = 1,52117, 


de manera que las raíces imaginarias son 


— 2,131705 = 1,52117 1. 


Ejemplo 2. Resolver la ecuación 
zt — r — 2r —2zrz—i=0 


Los resultados del cálculo se dan en la tabla: 


20 1 —1 —2 —2 —1 
21 1 2 —3 0 0 1 
1 10 9 4 0 1 
23 1 | 82 1 36 —8 1 
2: 1 | 6722 —5919 1476 —8 1 
25 1 | 451971 X 10? 151912 X 10 209732 X 10 —2888 1 
28 1 | 204278 x 1010 41187 X 10% | 448658 X 107 | 414590 X 10 1 
27 , , x 201291 X 100 * * 


El comportamiento irregular de los números de la tercera y quinta columnas indica 
dos pares de raíces imaginarias. La partición es casi completa después de seis transfor- 
maciones y la séptima es necesaria solamente para efectuar un pequeño ajuste en el nú- 
mero de la cuarta columna. Tomando logaritmos y dividiendo el logaritmo del número 
de la cuarta columna por 2, tenemos las siguientes secciones de los coeficientes loga- 
rítmicos: 


0 15,310222 
15,310222 . 12,651912 
12,651912 . 0 
de donde 
64 log e. = 15,310222 ; 64 log pọ? = 61,341690 — 64 ; 64 log pa? = 51,348096 — 64, 
log pı = 0,239222, log p? = 1,958464 , log ẹê = 1,802314, 
pı = 1,73469 , p2 = 0,90879% , pè = 0,634329 . 
La raíz real es 
1,73469 , 


y lœ cuadrados de los módulos de las raíces imaginarias, que llamamos simplemente 
P y p”, son 
p? = 0,908790 ; p? = 0,634329 a 
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Considerando la suma de todas sus raíces y de sus recíprocas, tenemos dos ecuaciones 


a + a = — 0,86735 
a a 
— + — = — 1,28824 
e? pa 


.cuyas soluciones llevan a 
a = — 0,16616, a' = — 0,70119, 
y además, 
b = 0,93871, b = 0,37770, 
de manera que las raíces imaginarias son 


— 0,16616 + 0,93871 1, 
— 0,70119 + 0,377701. 


Ejemplo 3. Resolver la ecuación 


aa + 2r — 3r 42r +r+tl=0. 


Luego de tres transformaciones los cálculos se realizan logarítmicamente y los resul- 
tados se consignan en la tabla: 


O AA 
20 1 2 1 
2! 1 14 1 
2? 1 182 1 
21 1 870 —4327 31974 1 
24 0 0,477121 n 2,939519 3,636187 n 4,504797 |0,477121n | 0 
25 0 3,238297 n 5,900305 7,567165 n 9,009583 | 4,805766 n 0 
25 0 6,148167 11,704236 | 14,419561 n | 18,019162 | 9,310391 0 
21 O | 11,985109 23,409727 | 29,995115 n | 36,038324 * 0 
28 + > 46,819467 * * Ad > 


La partición queda casi completa luego de seis transformaciones y la séptima se re- 
quiere solamente para hacer un pequeño ajuste en la tercera columna. Dividiendo el 
último número de esta columna por 2, tenemos las siguientes secciones depués de seis 
transformaciones: 


0 *  23,409733 
23,409733  *  36,038324 
36,038324  * 0 


Esto indica la presencia de seis raíces imaginarias. Los logaritmos de los cuadrados 
de sus módulos son: 


log p? = 0,365777 ; log pe? = 0,197321 ; log pa? = 1,436901 , 
p? = 2,382154, p? = 1,57515, ps = 0,273464 . 


Para determinar los argumentos escribimos la ecuación propuesta en la forma 


1 1 2 
34 —— 24 —+224+——3=0, 
a e z 
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e introducimos 
x = e (cos d + ¿sen ġ). 


Igualando a cero las componentes reales e imaginarias tenemos 


1 1 
(++) 00.3 0 + (5 i) eaz +2(o0+ Z) esga =0, 
e pe e 


(r-i mse- (3+ s) s2 o+2(o->)en o =0, 
e e 


y reemplazando t = cos Q 


e E le 
p? p? e e? 

1 1 1 1 
$ (0 =4(0-Z)02(0+5)0+2(-7) (+3) =0. 

p? p? ? e 


Sustituyendo aquí p = pı y reduciendo los coeficientes de la máxima potencia de t 
a 1, tenemor 


3 — 0,247490 t? — 0,464659 t — 0,072593 = 0 
t? — 0,422840 t — 0,116748 = 0 


y la raíz común de estas ecuaciones, determinadas por el método del máximo común 
divisor es: 


t = cos ġı = — 0,190386 


a, = pı cos $, = — 0,290083. 


Similarmente, se encuentra para los otros dos pares de raíces complejas 


az = 1,08018, a, = 0,290093. 


Finalmente, las componentes imaginarias de estas raíces son 


1,49579 ; 0,63903 ; 0,43510, 


de manera que las seis raíces imaginarias pedidas son 


— 0,29008 + 1,49579 i 
1,08018 + 0,63903 2 
— 0,29009 + 0,43510 2 
y su suma resulta ser 1,00002 en lugar de 1, lo que sugiere que solamente la última cifra 
decimal puede adolecer de algún error. 


Para verificar estos números podemos usar el segundo método explicado en la pág. 362. 
Con este fin tomamos k = 1 y transformamos la ecuación 


—+ 2238224238120 
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mediante la sustitución y = z — 1; la ecuación transformada en y será 
y +5y5 4124 + 154 + 10y +5y+3=0. 


Luego de cinco pasos los coeficientes de la ecuación transformada se separan en las 
siguientes secciones: 
1 — 408929 X 10 832061 X 10% 
832061 X 103 — 178969 X 10'8 314087 X 102 
314087 x 102 — 317600 X 1016 185302 X 1010 
de donde se deduce que los cuadrados de los módulos de las raíces imaginarias son: 


3,90171 ; 1,85365 ; 0,414800. 


Con la ayuda de la relación 


r?— 1 r2 — 1 r — 1 


p? en ps? 
se encuentra fácilmente que en correspondencia con 
el = 2,32154 ; e? = 1,57515 ; p = 0,273464, 


debemos tomar 
r? = 3,00171 ; r2=0,41480 ; rs? = 1,85365. 


De donde 
3,32154 — 3,90171 
G = r — 0,290085 , 
2,57515 — 0,41480 
0 = 2 = AS, 
1,27346 — 1,85365 
az = A E = — 0,290095, 


es decir, prácticamente los mismos valores obtenidos por el otro método. Un cálculo 
más preciso lleva a los siguientes valores de las raíces con siete decimales: 


— 0,2900809 + 1,4957959 1 
1,0801744 + 0,6390402 1 
— 0,2900935 + 0,4350983 1 


y 
e? = 2,3215463 
e? = 1,5751490 
es? = 0,2734647 . 


En esta exposición nos hemos limitado solamente a las características principales del 
método de Graeffe, dejando de lado cuestiones como el cálculo de raíces con el mismo 
o casi el mismo módulo, mejoramiento de los valores obtenidos, así como de la investi- 
gación teórica más profunda de todo el tema. Para ésto el lector puede consultar el exten- 
so artículo de A. Ostrowski: Recherches sur la méthode de Graeffe en Acta Mathematica, 
vol. 72, 1940. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


Capítulo I 
$6. 1, —3 —i. 2.3 +21. 3. 51. 
4. — i. 5. —1+2. 6. 1/2 — 1/2 i. 
7. 3/2 — 1/21. 8. 3/2 — 1/21. 9. —2. 
10. —1. 11. —1. 12. 3/8 + 3/81. 
13. x=1;y=2. 14. 1. l5.x1= +1. 
$7. 1. 1. 2. 1. 3. 5. 
4. 1. 5. 2+1. 6. 27 — 2r +1. 
7l e—r+r—l si 2321 y —r+r—r+4+l sir<l. 
l+i 1—¿ 
8. 0. + —; + R 
v2 V2 
1 3 
10. (a) 0; 1; A (b) 0; +1; +2. 
$8. 2.1. 3. (a) 1; (b) < 1. 
$ 9. 2. 15 para 2 = 2, 
+i 1 V3 y3 +i 
a Y =- 2. — 3. + 
$10, 1. + 3 + (2 +1 3 ) 2 
4. +(1—20). 5. + (6—73). 6. + (V2 +i vV3)- 
—1 +iy3 3 NT 
. i). 8. —————. 9.— yt % 
7. + (z +i) a A i r 
10. 1 +i; 142i. 11. — 1 +i; 3/2 +4. 12. +l; i 
l+i 1—i g 
13. + t ; + —— 14. + (1 +i); + (1 —2). 
y2 y2 
5—i 1+5: ES 
15. + —=— Ñ——_= 16. 1; 75 2 
"O E 
3 - 13 1 .v3 
17. — i; v3 +i 18. +1; => ti; i 
2 2 2 
3+i 3—i 
19. +i; + y 2 ; i ! 
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20. 


22. 
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—14+i_. 143 +(—12y3)4 
_ —_ e SÍ 


o 2V7 


(a)r t+trz+l; b r+1i=0. 


$ 12. 1. (a) — 60°; (b) + 60°; (c) + 120°. 
2. (a) — 90°; (b) + 90°; (c) + 45°. 
3.. + 30°. 4. — 30°. 
$13. 1. 4 (cosx +isenz). ` 2. cos = + isen =. 
3. 6 (co 3/2 x + i sen 3/2 x). 4. y2 [es = Pi 


$ 14. 1. 


cos 300° + i sen 300". 6. cos 120° + ¿ sen 120°. 


. 2 (cos 330° + i sen 330°). 

. 2 2 (cos 255° + ¿sen 255°). 
.r=5; $ = 261° 52' 12". 

. r = V5; $ = 15326 6". 


2 


a a f a A 
E 2 oos S (c08 5 + ¿sen Z) si —r LaL. 


2 cos (eos EEE 4 isen ZEE) si cos =— >0 y 
— 2 cos E + EE) + mx + JE CoB 

f 2 nr 
2” (cos +isen 22) 2 67 cos EE — ison -T ) 


( zy] n+)  . me] 
4. 2” | sen —— cos ——————— — $ sen ————- |. 
2 2 2 
294 2 cos Z5 E E ai eA 
6. (a) 3 5 (0) 3 
2” — 2 cos Las 
(c) 3 
9. (a) cos3 $ = 4 cos? $ — 3 cos $; sen3 $ = 3sen $ — 4 sen! q; 


(b) cos5 $ = 16 cost $ — 20 cos? $ + 5 cos q; 
sen5 $ = 16 sen5 $ — 20 sen $ + 5 sen e. 


7) 


$ 15. 


$ 16. 


$ 2. 


33. 


$ 5. 
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4 
(c) cos 4 $ = 8 cost $ — 8 cos? $ + 1; mte = 4 sen $ — 8 sen? e. 


10. (a) 16 sen! $ = 10 sen $ — 5 sen 3 y + sen 5 e. 
(b) 8 sent $ = 3 — 4 cos 2 $ + cos 4 q. 
1. z = 2 [cos (67° 30" + 90° k) + ¿sen (67? 30" + 90° k)]; k = 0; 1; 2; 3. 
2. z = 42 [cos (11° 15' + 90° k) + ¿sen (11° 15' + 90° k)); k = 0; 1; 2; 3. 
3 
3. z = — V? [sen (120° k) + ¿ cos (120° k)]; k = 0; +1. 
6 
4. x = V2 [cos (120° k — 15°) + ¿sen (120° k — 15%]; k =0; +1. 
5. x 


cos (30° + 90° k) + i sen (30° + 90° k); k = 0; 1; 2; 3. 
6. x 


cos (40° + 120° k) -+ i sen (40° + 120° k); k =0; 1; 2. 
3 
7. x = 42 [cos (30° + 60° k) + ¿sen (30° + 60° k)]; k = 0; 1; 2; 3; 4; 5. 


4 
8. z = V2 [cos (60° k — 2° 30") + i sen (60° k — 2° 30')]; k = 0; 1; 2; 3; 4; 5. 
6 2 6 — y2 
uae Š LABA 


9. cos 15° = 


E yk 
1. (cos 15° + ¿sen 15%* = (LEN i EA) ; 
k = +1; +5; 37; +1L 
Capítulo II 
1. zett 4230+1. 2. 227 — 3x6 — 9 rë — z! + 5r? — 3r — r +1. 
3. r8 — 26 1% + 21 zt + 20 2? + 4. 
4. 3138-22 — 19 r? + 1l z5 —-72%—38+822—2x+1. 
1. 24+32+1. 2. i—x+1. 
3. 13 —2*—2, cociente; 8x + 1, resto. 
4. 212042 ita +1. 5. 72 +7. 
1. q = 2r? — 10 z? + 27 z — 59; r = 119. 
2. q =— T +4? + 8r +24; r =72. 
3. q = 6x7? —2,8x + 1,64; r = 4,968. 
4. q =5r +6,5x + 11,25; r = 32,75. 
5. q = 1/32 + 1/9 z? — 11/27 z + 22/81; r = 37/81. 
6. q = 57 —5zrt— r +r —r+l;r=0. 
7T.q=1+22432+...+(n—1)2** r=0. 
8. 2,359375. 9. 1,7318. 


$ 6. 


$7. 


$38. 


$ 3. 


9 N 


o 


. Raíces: 3/2; — 3; 1 +v2; 1—42. 7. 


1 
. Factores: z +1; z— 1; ir +i- e ii 
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. 5 (æ — 1) + 10 (z — 1)? + 10 (z — 1) +5 (z — 1) + (z — DS 
. 5—15 (£ +1) +9 (z +1} +42 +1} —5 (s +1 + (+1). 
- — 317 + 927 (£ + 2) — 1120 (z + 2)? + 720 (z + 2)! — 260 (z + 2)! + 


+ 50 (z + 2) — 4 (z + 2) 


. 3 (x — 0,3} + 9,6 (z — 0,3)? + 8,02 (z — 0,3)? + 2,544 (z — 0,3) — 0,7237. 
. 5; 15; 24; 12;— 24. 2. — 13; 4}, —18; 78; — 240; 240. 
. — 67; 81; — 62; 24. : 4. 247/192; — 1; 31/12; —6; & 
.a+l 2. (z +1). 3. 2x? —2z +1. 

. +l. 5. L —zr—l1. 


Capítulo III 


. 2 —3r +22 =0. 2. T— 3r 44122 =Q. 
. t — 2r +3 — 2r +2 =0. 


. Raíces: l ME EN 


a + ya? —4a 
— . 5. Raíces: a 
2" CAE ST 2 
o—e 

6 


2—52—2x22+ 15% 


10 9. Raíces: — 1; 2; 1+21. 


. Raíces: i; v3; — v3; 1+2 
. — 1/108 (z? — 1) (z — 2)? (z + 3). 2. — 1/108 z? (z — 1) (xz + 1). 


ofertes les 218). 


2 2 


. (@@ +1) (2—1) (z +1) (z — i). 


y3 1 EN 


2 2 2 


. Factores: (++ : a ) p=) 
. (1 +1) (++ E) (+22). 


AO E 
MEA), 
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—: E S h 5 
ið: (++ E ler Bf. de + i). 


11. Ocho factores: 


rE y E M E syi 


MIR COS CAMERA CAP COR EMOS CER EN 
4 4 4 4 
12. 2 (z + V3 F V8) (e —V3 + 18) (c+ 138) (¿—V3—V5). 


13. (z —1)) (z + 1)! (z + 2). 14. 2 (z — 1) (z + 1) (z + 1/2). 
1 vY 1 vV 
role te z ) (+=: 3 ) 
¿290 — mjm 
OT A lo A PAE PEN O 
2 ii r ia 3x 
£ 4m £ 4 
1 a ; 
w LLDT 
£ 4m 
(1 + zi) "+4 (1 — zi) hti -hi a 1 xt 
2 g A T g 3x i 
a 4m +2 e7 +2 
A ; 
(2m—1)x* 
tg? 
4m+2 
3 4. 1. (l +2z +2) (1? — 2r +2). 2. (z1 +x +1) (z2 — rz +1). 


3. (t +243 +1) (è — z V3 +1). 

4. (z —1) (z +1) (+z +1) (e — z +1). 

5. (2 +1) (è + z V3 + 1) (° — z V3 + 1). 

6. (ue E. 41) (+=). 
2 2 

7. Raíces: — 1; — 1; 2 + 31; 2— 31. 


8. — 1; L +i; 1 +i; 1— i; 1 —i. 


9. Raíces; 1; 2; i; i; — tî; — i. 


E a. Eat ds es el a 


$ 5. 


$ 6. 
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11. Raíces: — 2; 3; V2+ i; V2—:; —V2 +i; —Y2—:. 


12135 
12. Raíces: y =. 
1+iV8  —1xiy1 
15. Raíces iivs ; TLEN A 
3 4 
—1+ivV7 
a EN 


2 
4. 2; — 1/2; — 1. 


7. 2/3; 4/3; 2. 


2. —3; 3; 1/2. 


5. 9; 4; — 6. 


8. 2/3; 2; 6. 


10. —23/3; 2/3; 9; k = — 613/9. 


12. 4P + 27q* =0. 
15. 1; 1/2; +45. 
— 14: 
17. 10 EA, 
19. 1/3; 2/3; —1 +1. 
21. 1/2; 1; 2; 4; k = 35. 
23. (a) 7; 39; (b) 1; 5. 
1. Xı = r — 3; X2 = z — 2. 
3. Xı =z +3; X2=x—2. 


2 
5. Xı =1——;X2:=zx+ 


V3 


14. Raíces: + V2; Iana pa 


3. —3; — 2; 1/3. 


6. 2; —4; —7. 
1+vV3 
9. 2; Ie ` 


11. q = rp. 

12 V5 1+iy7 
AS 2 

16. 3; 2; 1 +1. 

1+ivV7 
2 


14. 


18. — 3; — 3; 


20. — 2; — 1/2; 1; 5/2. 
22. (a) 4; (b) 2. 


2. Xı =z +3; X: =x—3. 


4. Xi =2x +3; X: = 1—4. 


1 


V3 


7. Xı = (z — 2) (z +4); X: =x— 1. 


8. Xı = r? — 2r +3; X: = z — 2. 


9., X =r? +2r— 3; X: =r—3. 


11. Xi=1l; X:i=zx+1; X; = z— l1. 


12. X, = z3?— 5z +6; X:i=1; Xi=x+1. 


13. X =x-—2; Xo=zx+1; 


Xi=x—1l. 


14. X, =1;X2 =2x—2; X3=x+2. 


15. X = l; X: = 3z — 2; X: =21 4+4. 


16. Xi =l; Xa = 241; Xi=x—1l. 


17. X, =z — 2; X= r +3r +2; X% =x—1l. 


©. 6 Xi=4r tár t3; X: =2x—1l. 


10.X, = 27 +1; X: =x—3, 
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$ 2. 


$3. 


$4. 


$5. 


$ 3. 


$ 5. 
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1. —2;7 

4. —2;4 
7. —2;7 
10. —1: 3. 
1. 5. 

4. 2 

1. 2; 5; —£. 
4. — 4; 4. 
7. —3; 2; 4. 


10. 1 (doble); — 2 (doble). 


1. 2/3. 
4. —3; 1/2; 3/5. 


7. —2/3; 2. 


10. 1; 1/2; — 2/3. 


Capítulo IV 
2. —2; 8. 3. 
5. — 2; 2. 6 
8. — 3; 3. 9 
2. 3. 3 
2. 6. 3 
5. — 3; 2. 6. 
8. — 2; 3; 5 9 
2. — 5. 3. 
5. No tiene raíces racio- 6. 

nales. 
8. — 2; 1; 1/2 (doble). 9 
11. 2/3; — 3/2. 12 


14. (a) 2; 3; — 1 (triple). (b) 1/3; i y — i (dobles). 


3 3 

1. V2 +V4. 
3 3 

4. V18 — V12. 


A M EEE y 
> 4 4 
3 3 


8. —2 + V4 + V16. 

3__ 3__ 
11. 5+vy20—y50. 
14. 0,5960716. 


21. 4,847322 cm. 

1. — 0,53209. 
0,65270. 
2,87939. 


Capítulo V 


3 3 


2. V2 +244. 


5— V23 


9. — 2. 


3 3 
12. — 1/2 +2 V2 — V4. 


15. — 4,3553013. 


22. 7,910170 cm. 
2. — 2,53209. 
0,87939. 
— 1,34730. 


No tiene raíces racio- 
nales. 


` 2. 
. —2; 1/2. 


3 go. 
5. 1/2/4—vV2. 


3_ 3_ 
s 2 + 432 — y2 


3 
10. —5 
13. — 1,769292. 
16. 0,0960717. 
23. 1,2256 cm. 
3. 1,24698. 
— 1,80194. 
— 0,44504. 


$6. 1 


4. 


7. 


10. 


12. 


14. 


15. 


$5. 5. 
6 


7. 
10. 
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— 2,60168. 5. —3, 6. — 2,65109. 
2,26181. — 2,61803. 0,27389. 
0,33988. — 0,38197. 1,37720. 

. — 3,33006. 8. — 3,86080. 

— 0,79836. — 2,25411. 
1,12842. 0,11491. 


. La distancia del plano a la base es 0,34730 del radio. 
. Las distancias de los planos a la base son 0,22607 y 0,48170 del radio, res- 


pectivamente. 


6,5270 cm. 


. 2,87939; — 1,87939; 1,53209; — 0,53209; 0,65270; 0,34730. 


1,61803; — 0,61803; 1,19718; — 0,19718; 0,5 + 1,90965 i. 
= 14 y5 145 
—1; 3; —1+y2. 2. —2; po O, 


1+V5 —1+iV3 
AA AE 


—3; —1; 1/2; 2. 5. —1+vV2;1x+4 6. z 


_—3 + V17 A 12143 1+iyT 
2 


2; —3; —1 i. 8. 1; —3 2 ; 2 
1+iV15  —1+ivV7 i 1, 1 WT 

2 i 2 i AER: 2 j 

1+iyi5 
—1x+iv2; ¿y 
2 

2x 1 5  430—6 4 1—45 vV30+6 
200 27-14 V5 , V30—6V5. 200844, LZV5 N30+6VN5 

15 4 4 15 4 4 

8 1 5  V30—6V5 16x 1—45 v30+6 
2009314 N5_W30—6V5_ s ojl6x 1V5 v30+6y5. 

15 4 4 15 4 4 

—3 5 5—1 —3-vV5 +1 
p A AA Y E 

2 2 2 2 
Capítulo VI 

(—4; —3). 


(3; 6); (6; 8); (8; 10); (— œ;3) si à > —1; (10; + œ) si à < — 1. 
(— œ; — 1/2); (— 1/2; 1/3); (2/3; 3/2); (3/2; + œ). 
(—3; — 2); (—2;— 1); (—1;0); (0; + œ). 
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$7. 


$ 10. 


$11. 


TEORIA DE ECUACIONES 


1. (—2;— 1); (— 1; 1). 2. (— 2; — 1); (— 1; 0); una raíz doble. 
3. (—2; — 1); (1; 2). 4. (— 1 ;0); (4; 5). 

5. (—1;0). 6. (0; 1). 

7. (0; 1); (1; 2). 8. (— 4; — 3); (0; 1); (2; 3). 

9. (0; 1); (5;6). 10. (0; 1); (1;2). 11. A > 108. 12. A 2 27. 


1. Una raíz positiva, una negativa y cuatro imaginarias. 

2. Una raíz positiva, una negativa y dos imaginarias. 

3. Una raíz positiva y cuatro imaginarias. 

4. Una raíz positiva y cuatro imaginarias. 

5. Todas las raíces imaginarias. 6. Una raíz positiva y cuatro imaginarias. 
7. Todas las raíces imaginarias. 8. Una raíz positiva, las demás imaginarias. 
1. Una raíz en (0;1); una raíz en (4; 5). 

2. Una raíz en (0; 1); una raíz en (1; 2). 3. Ninguna raíz en (4; 5). 

4. Ninguna raíz en (1; 2); ninguna raíz en (2;3). 

5. Una raíz en (—3;— 1); una raíz en (0; 1). 


6. Una raíz en (0; 1); dos raíces en (— 1; 0). 


$ 12. Raíces en los intervalos: 


1. (0; 1). 2. (—1;0). 3. (—150); (441/23); (419; 5). 

4. (— 18; — 17); (16/5; 29/9); (29/9; 13/4). 

5. (0;1); (3; 4); dos imaginarias. 

6. (0;1); (2;3); dos imaginarias. 7. Cuatro imaginarias. 


8. (— 7; —6); — 1; dos imaginarias. 


"9, (—5; —4); (—2; —1); (—1;0); (0; 1). 


10. (—7; — 6); (3; — 2); (— 1; 0); (0; 1). 

11. (— 1;0); cuatro imaginarias. 12. (1; 2); cuatro imaginarias. 
13. (— 3; — 2); cuatro imaginarias. 

14. (— 2; —1); (0; 1); (2; 3); dos imaginarias. 

15. (— 3; — 2); (1; 2); cuatro imaginarias. 

16. (—2; — 1); (1; 2); cuatro imaginarias. 

17. Seis imaginarias. 18. Seis imaginarias. 

19. (— 1; 0); (0; 1); (1; 2); cuatro imaginarias. 

20. (— 1; 0); (0; 1/2); (1/2; 1); cuatro imaginarias. 


$4. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 377 


21. (— 1; 0); (0; 1); seis imaginarias. 


22. (1; 2); (2;3); seis imaginarias. 


1. 


7. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Capítulo VII 


V =z —32z +1; V, =22— 1; V=2z—l1; V: = +1; (—2;—1); 
(0; 1); (1:;2). 


. V =% +62 + 10z— 1; V, =3 r + 122 +10; V: = 4x + 23; 


V: = — 1; (0;1). 


. V =£ — 4r +2; Vi =3 2—4; Ve = 4—3; Va = +1; (— 3; —2); 


(0; 1); (1; 2). 


. V = — 62 +82 +40; Vı = 322—122 +8; Va =2—17; Va = — 1; 


(—2;— 1). 


. V = +e 2r — l; V,=32+22—2; Ve =22 +1; Vi = 1; 


(—2;— 1); (— 1; 0); (1; 2). 


. V = £ — 4r 4r +20; V, = 3r? — 8r — 4; V: = 14 x — 4l; 


Vs = + 1; (~3; — 2); (2; 3); (3; 4). 

V = 6 zt — 24 z? + 42 x? — 32 x + 11; V, = 6z? — 18 2? + 21 z — 8; 
V: = — z? + x— 1. Todas las raíces imaginarias. 

V = 16 z4 — 32 x? + 882? — 8 2 + 17; Vi = 82? — 12 2? + 22% —1; 
V = —2 z? — gz — 1. Todas las raíces imaginarias. 


. V = zt — 4e t108 H3; Vi = r — 3r 4 5x—2; 


V: = — 2 x? + x — 1. Todas las raíces imaginarias. 

V = t — 4 r? 412x122 +5; V, =r — 3r + 6x—3; 

V: = — 3 z? +3 x — 2. Todas las raíces imaginarias. 
V=x—48+2024+624+2; Vu =2r— brr +3; 

V: = 522—102 — 1; V: = z— 1; Vi = +1; (— 1; — 1/2); (— 1/2; 0); 
(2; 5/2); (5/2; 3). 

V =a — 4 tel; Vi = 2er +2, Va = 5e H 2; 
(—1;0); (3;4). | 
V= 4 tel; V, =403 4320241; V =32*— 12% +17; 
(—2; — 1); (0; 1). 

V =z +222 — 4z +10; Vi = + 2—1; V = — zr + 3x—10. 
Todas las raíces imaginarias. 

V = r — 5r + 10r — 5r H l; Vi [= rt Ar Harta na; 

Ve = —3 2 +2z— l1; (— 1; 0). 
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16. V = zë +52 —2072-—102+2; V, = zt +42 —82x-—2; 
Vo = +32 —1; Va =32+72+1;V,=172 +11; Vas = +1; 
(— 4; — 3); (—3; — 2); (— 1; 0); (0; 1); (1; 2). 
17. V=x2-2x*+2—8x+6;V, =52%—82x4+32x—8; 
V:i = 3 r? — 3 r? + 80x—67; V: = 162*— 23r +9; (— 2; — 1); (0; 1); 
(2; 3). 
18. V = z8 — 6 zë + 15 zt — 20 r? + 30 r? — 24 x + 14; 
Vi = zë — 5r! + 10r? — 10r +10z— 4; Ve = —at + x— 1. 
Todas las raíces imaginarias. 
19. V = z8 — 6 zë + 16 xt — 24 r? + 22r? — 127z +4; 
V: = 3 z5 — 15 zt + 32 r? — 36 2? + 22 z —6; 
V: = — zt + 4r? — 8r? +8xr—6. Todas las raíces imaginarias. 
20. V = 5 z8 — 30 25 + 75 zt — 90 r? + 60 r? — 18 x — 2; 
Vi = 512 — 25 zt + 50 23 — 45 2? + 20 2 — 3; 
Vi = — r? + r?— zr +1 = — (z — 1) (22 + 1); (—1;0) y raíz 1. 
22. V =1— 3r + Vı = —2 + z; Vo = +1, para z > 0. 
V =1—3zr +7; Vı =2— z, para z <0. 


23. V = —1 +rz3— 4r + zt; Vi =1—6zrz+2r; V: = 190 — 67 z; 
V, = + 1, para z > 0. 


V=1 +r — 4r +r; Vi = —1 +6r—2zr, para r <0. 
24. V=—1+22*+x24+x%tV,=1+32324 42, para z >0. 
=—1+2+024+2%V =1+322+4x%?; Vo = —3—2r +32 
Vi = —4 — 3 z; V = —1, para z < 0. 
25. V=-—14+22*+2+2x8b5V=6+42+52%, para 1 >0 y 2<0,. 
26. 4p + 27? <0. 27. pt —g >0. 


Capítulo VIII 


1. 1,912. 2. 2,6207. 3. 1,573. 4. 2,1147. 

5. 2,511. 6. 4,264. 7. — 1,663. 8. 1,532; 0,347. 
9. 1,493; 0,250 10. z = 1,345; y = — 0,809; z = —1,711; y = — 1,926. 

11. z = 1l; y = 2; z = — 1,771; y = 1,365. 

12. 14,7. 13. 47,46. 14. 122,9. 

15. 123,4. 16. 43,98 cm. 17. 21,47 cm. 

18. 73,4 cm. 19. (a) 179 cm; (b) 21,5 cm. 20. 1,347 veces el radio. 
1. 1,442249. 2. 1,357208. 3. 1,324717. 4. — 0,644513. 


5. — 0,37213778. 6. 1,164247. 7. 3,4147412. 


$. 


$4 L 


$6. 1. 


$7. 3, 


$8. L 


gl 1 
3. 
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1,36523001. 
1,688697. 
— 1,117535. 


0,568396; 2,378596. 


9. —3,04891734. 
12.  1,90786326. 
15. 0,295865; 1,449080. 


0,228467; 3,232396; — 0,197445. 


7,062569 +. 


. 57,29577957. 
. 0,17728226 +. 


2. 2,57455046 +. 


5. 1,47817455 +. 


8. 0,64359442 +. 
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10. 0,250992. 
13. 2,31725562. 


17. — 1,734691. 


3. 0,009477370187 +. 
6. 58,86620452 +. 


Error negativo y en valor absoluto < 3 X 1073; x = 1,5320888 +. 


. Error absoluto < 8 X 1078; z = 1,55689195. 


. Error negativo y en valor absoluto < 107% x = — 0,372137785. 
. Error negativo y en valor absoluto < 1,2 X 1071; z = 1,49335 9197 +. 


Error negativo y en valor absoluto < 10710; x = 1,907853262 +. 


Error negativo y en valor absoluto < 3,6 X 10718; x = 1,734691345692 +. 


z= 3/4; y = — 55/4. 
x = — 3/5; y = —1. 


1,7693. 4. 3,3876. 5. 
4,2644. 8. 0,16744. 9. 
0,9216. 12. 0,099115. 13. 
4,33106. 16. 0,055567. 17. 
0,56714. 20. — 0,86287. 21. 
. 0,51097. 24. 0,73908. 25. 
. 0,86033. 
1,53209 2. 1,16425. 
0,34730. —- 1,77287. 
— 1,87939. — 3,39138. 
0,25099. 5. 0,309906. 
1,49336. 
1,338483. 8. 0,73908. 
217° 12’ 0,5”. 11. 108° 36' 14”, 
. 1,265 del radio. 14. 0,804744. 
Capítulo IX 


3,1038. 
0,33765. 
1,49336. 


0,052167. 


3,59728. 
0,32470. 


6. 4,3311. 
10. 0,20097. 
14. 4,06443. 
18. 0,35173. 
22. 0,92042. 
26. 4,49341. 


3. 1,69202. 
1,35690. 
— 3,04892. 


6. 2,309881. 


9. 4,55553. 
12. 149° 16' 27”. 


2. 2 = 52/47; y = 71/47. 


4. z = 5; y = — 8. 


$ 2. 
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S.x= 1/0; y =0. 6. z = (a +b); y = (a — b}. 

7. z = 5; y = — 5. 8. z = 1; y = 1/2. 

1. (a) 3; (b) 5; (c) 5; (d) €. 2. (a) y (d) homogéneos. 

4. No existe tal polinomio. 

11. (a) —3; (b) — 18. 12. (a) — 187; (b) 470. 

1. (a) 19; (b) 16; (c) 13. 2. (a) par; (b) par; (c) impar. 
1.0. 2. 0. 3. 0. 4.0, 5. 0. 6. 0. 

1. 2. 2. 1. 3. 1. 4. — 15. 
5. 0. 6. 160. 7. 18. 8. —5. 
9. —15. 10. 0. 11. 2 (a +b + c) (a — b) (b — o). 
12. — 2 abc. 13. 4 abc. 14. — 2 (a? + b). 

15. (c — a) (c — b) (b — a). 


- (a — b) (a — e) (a — d) (b — c) (b — d) (d — e). 

. (c —a) (c — b) (b — a) (a +b + o). 

. (c — a) (c — b) (b — a) (ab + ac + de). 

. (c — a) (c — b) (b — a) (ab + ac + de). 

. (c — a) (c — b) (b — a) (a? +b? + c? + ab + ac + be). 

- (a — b) (a — c) (b — c) (a +b + c) (a? +b + o). 

. 2 (c — a) (c — b) (b — a) (z — 2) (2 — y) (y — 1). 

. 4 (a ++) (a + b) (b +). 24. 2 abc (a +b +c). 


25. a (b — a) (c — b) (d — c). 
26. (a +b + c +d) (a + c—b— d) (a +b — c— d) (a +d—b—c). 
27. (z — as) (z — az) (x — as) (z — as). 
28. (zı — 1) (2: — 1) (z: — 1) (z4 — 1). 
29. bcd. æ a (1) 
31. (z +n — 1) (izr —1)™. 32. $ (2) — z $ iz); 
$ (2) = (m —2) (m — x) ... (an — 7). 
33. (e — a) (c — b) (b — a) (d — a) (d — b) (d — e) (a +b +e +d). 


. (c — a) (c — b) (b — a) (d — a) (d — b) (d —c) [a + b +e + d’ Habt ac + 


+ ad + be + bd + cd]. 
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Capítulo X 
31. 1l.z2=1;y=0;2=1. 2.2=a—1;y=1;2*=0, 
d.r=t=1l;y=2=-—l. 
4. z = —1/5; y = 2/5; 2 = — 24/5; t = — 3/5. 


5. z = — 2; y = — l; z = l;t a2. 


A E A O 
2 2 

7. ti = Ts = 3/5; t = t = —?/s 8 n = T; n= n E nm l. 

9h =x>-=2%m=2tm=2%w-=l. 10. z: = m, = z, = — l; r: = 2; 24 =0. 
34. l.p=2. 2. p=2. 3. p=3. 4 p.=2. 

5. fji =3f —2f2. 6. fs = —fi— fz 

7. fa = —3 fi + 2f fi = —Í1. 8. fa = —2 fi + fz; fa = —3/241 + 1/2 fa. 
$ 5. 1. Incompatible. 2. z = —3z —4; y = 2z +3. 


3. z = 1; z = — l]; t = —y. 


4. z = — 3/2 + 3z +t; y = 1— 2z. 


5 r=2 4t; y=—2t;za]. 6. Incompatible. 
Capítulo XI 
$ 1. 1. D pèr: + 2221 22 Za. 2. Ex 22 + 02213: 3%3. 
3. E t? x: — 6 E T, 22 xa. 4. 2222 42E? 


5. Ex —2 E rèr: +3 Er’ rr. 

6. E mtrt — 2 E rt T: 2s + 2 E rtr ti — 6 E t? rr rs? — 2 2 21 r. 

7. E m? r + 62212223 %4. 8. 2x2 q? + E 20 t: T3 te 

9. 3E zr — 2E zz: 

10. 3E rt — 4E rr: 42E r? r? + 4E rr? tti — 24 E t 21 T te 
$2 1. 3 = 3; 58 = 0; 8: = 6; ss = —3; s = 18; s; = — l5; 84 = 57. 

2. so = 3; 31 = 3; s2 = 5; 8: = 12; 84 = 29. 


3. 3 = 4; & = 0; sz = 0; 3: = 12; s, = 4. 


4. s: = 13; s = — 19. 5. 5. = 0; 85 2=—2; 83 =3; 8.4=2. 
6. 3 =0; 32 = — 1; ss = 3/2. 7.22 —5x—4=0. 
8. 127% —4x-—3 =0. 9. 2 — 18r? 4 81: —8l =0. 


10. t — rt +r — r +r—l =D. 11. 23—32*+624+6=0. 


$ 3. 


$4 


$2. 
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12. 5x! +41?—8 =0. 14. (a) 1,6170 (1,618034). 

(b) 6,372281318 (6,372281323). 
15. 0,3247181 (0,3247179). 17. y —3y-—1=0. 
19. y? —18 y? + 81 y — 81 =0. 20. y3 — 42 y? + 441 y — 49 =0. 


21. (a) 1; (b) 1/3. 

1. fife —3 fe 2. ft — 6 fef + 9 fè. 3. fife- 4. JE —2 fifi +2 f- 
1. 3 ps — pı pe 2. p? — 2 pı ps + 2 ps. 

3. p?p: — pı ps — 2 på + 4p: 

4. 2 p? ps — pi pè + pps — 5 pi pa + 5ps- 

5. pi ps — 4 pe 6. 3 Pı Pa — P2 P3 — 5 ps. 

7. 7 pi ps + 4 papa — 3 p? — 3 p? pa + pi p: ps — 12 po. 


8. p: pa — 4 pi Ps + 9 pe. 9. 9 ps — pi pz. 

10. 2 p? —2 pı ps — 4 pa. 11. 4 ps + pı Ps — 4 pz pa — p? + pè pe 
12. y —3 y? — 6y +17 =0. 13. yy — 12 y? + 45y — 53 = 0. 

14. y —qy + pry —r? =0, 15. y! —9y? + 26y — 23 = 0. 

16. (a) 3,24698; 1,55495; (b) — 3,04727 + 1,13594 i. 

19. —3. 20. 3. 21. 39. 22. — 219/104. 

23. 9. 24. 12. 25. 4. 26. 0. 


Capítulo XII 


«z= l; 0; 1; — i. 2. 3y! + 10% —1 = 0; (y +1)zr=y—1. 
y =0; 1; 1; —1. 


pun 


3. By +4y—1D) (49 +4y—3) =0; x(14+y) =1—y. 
4. z = 0; — 2; 5. (y — 1) (25 y! — 45 y? — 171 y + 243) = 0. 
y = 0; 2. (Ty —Dz=5y-—7T7y. 
6. (y — 1) (y? + 13 y? + 100 y — 100) = 0; (3y —10) 2 + y? + 6y =0. 
7. x= — l; y=—l. 
8. z = 0; 1l; e pcs ds 
ES V2’ v2 
1 i 
E E =e 


9. t —2rt—r +427 +zr—l aQ. 
10. 3 +31? —24r 4+1 =0. 11. (a) 1; ©) y? — y. 
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$3. 1l.1=0;-2 2.27 =0;-4;—5 3.2=0;0;0; 1; 1; —1; —1;2; —2. 


y=0;1. y = 2; 2; 3. y = 1; — 1; 3; 0; 2; 0; 2; 1; 1. 
4. (a) y = z; x arbitrario; (b) z = 1; 2. 
y == —2;—1l. 
5. No tiene solución. 6. z = 0; 2; 1; 42/25. 


y =0; — 1; 2; 63/25. 


1+iy3 1-43. —3+1V3_ —3—iv3 
4 4 : i 


7. z = 1; 0; i 5 ; 7 
—3+1V3 —3-—1V3 1+ivV3 1—i y3 
y= a G a o re 


8. yt +94 +54 =0; (y +y+6)24+2y4+6=0. 
9. 28 y? + 713 y? — 100 y = 0; (119 y? + 55y + 5)x = 14 y? —32y +5. 
10. à = 10; y = — 5. 


$6. Ll1+2i 2. — 0,884646 + 0,589743 i. 
3. — 1,047276 + 1,135940 i. 4. 1 +i; —1+%1v2. 
5. +131421. 7. 0,72714 + 0,43001 4; — 0,72714 + 0,93409 y 


8. 0,304877 + 0,754528 i. 
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— ecuaciones con, 254-255, 
— en el proceso de iteración, 346-352. 
— en la solución de sistemas de ecua- 
ciones lineales, 273. 
— escalares, 245. 
— forma normal de las, 266. 
— igualdad de, 242-243. 
— menores de las, 263. 
— multiplicación de, 243-246, 347. 
— no singulares, 252-255, 
— orden de las, 242. 
— ortogonales, 347. 
— producto escalar de, 243. 
— rango de las, 262-270, 
— recíprocas, 252-255, 
— simétricas, 347. 
— singulares, 252-255. 
— transformaciones de las, 266. 
— unidad, 245. 
áximo común divisor de dos paino- 
mios, 52-54, 76, 314. 
Maxwell, 338. 
Media, aritmética, 132. 
— geométrica, 39, 132. 
Métodos numéricos, 118, 169, 178, 189, 
194. 
Módulo, 9. 
— del producto de números comple- 
jos, 11. 
— de la suma de números complejos, 
13-15. 
Monomios, 40, 203-204. 
Multiplicación, definición de, 3. 
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Newton, desarrollo de, 49. 
— fórmulas de, 289-291, 323. 
Números complejos, 1-39. 
— alineados, 37. 
— aplicación a la geometría, 33-39. 
— argumento o amplitud de los, 23. 
— componente imaginaria de los, 5-8. 
— componente real de los, 9-10. 
— conjugados, 9-10. 
— división de, 4-5. 
— división en forma trigonométrica 
de los, 24-25. 
— forma binómica de los, 5-8. 
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Números, forma trigonométrica de log, 
23-24. 
— igualdad de los, 2. 
— módulo de los, 9. 
— multiplicar . de, 3, 24-25, 37. 
— norma de los, 9. 
— operaciones con, 3-5. 
— potencia de los, 25. 
— raíces de la unidad, 30-33. 
— raíz cuadrada de los, 16-19. 
— representación geométrica de los, 
20-21, 34-39. 
— suma de, 3, 35. 
— sustracción de, 4-5. 
— unidad imaginaria, 7. 
Números enteros, propiedades de los, 3. 


0) 
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Pentágono, construcción del, 34. 
Permanencia de signos, 127, 137, 141. 
Pernutaciones, pares, 217-222. 

— impares, 217. 

— índice de las, 219. 

— orden natural en las, 218. 
Polígonos regulares, construcción de los, 

33-34. 
Polinomios, aplicaciones del teorema de 
identidad de, 61-62. 

— común divisor de loa, 314. 

— con coeficientes complejos, 63. 

— con coeficientes reales, 57. 

— con raíces reales, 141-143. 

— de grado impar, 119. 

— de grado par, 119. 

— desarrollo de, 49-50. 

— discriminante de los, 320-322. 

— división de, 42-45. 

— enteros racionales, 40, 203. 

— en una variable, 40-56. 

— en varias variables, 203-205. 

— factoreo de, 68. 

— factores lineales de los, 64. 

— grado de los, 40, 204. 

— homogéneos, 204. 

— igualdad de, 40. 

— idénticamente nulos, 40. 

— idénticos, 40. 


Polinomios, máximo común divisor de: 
los, 52-54, 75, 314. 

— multiplicación de, 41-42, 

— nulos, 40. 

— simétricos, 228. 

— términos de los, 40 

— término principal de los, 40, 57. 
Ptolomeo, teorema de, 282. 
Puntos coplanares, 284. 
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Raíces, cálculo de, 169-200, 353, 367. 
— complejas, 67-68. 
— conjugadas, 67, 68. 
— con parte negativa real, 338-343. 
— consecutivas, 125-126. 
— cotas de las, 79-34. 
— de ecuaciones algebraicas, 57-78. 
— definición de, 57. 
— de la ecuación de frecuencia, 346. 
— de las derivadas, 126, 130. 
— dobles, 64. 
— enteras, 84-90. 
— existencia de las, 62-65, 115-118, 
325-330. 
— funciones simétricas de las, 287, 
— imaginarias, 67-68, 140. 
— módulos de las, 82-84. 
— múltiples, 64, 65, 67, 75-78, 119. 
— negativas, 140, 154. 
— paridad de las, 119. 
— positivas, 140. 
— racionales, 85, 89-92. 
— reales, 68. 
— reales, ecuaciones con, 141-144. 
— reales, separación de las, 140, 155. 
-— separación de, 112-154, 331, 337. 
— simples, 64. 
— suma de los productos de las, 70. 
Raíz cuadrada, extracción de la, 93. 
— método de Fourier para la extrac- 
ción de la, 181-183. 
Raíz cúbica, extracción de la, 94. 
Rango de una matriz, 262-270. 
Recta, ecuación de la, 37, 274-276. 
Resolvente cúbica, 305. 
Resto, teorema del, 43. 
Restos parciales, 43. 
Resultante, en forma de determinante, 
312-316. 
— en la eliminación, 310-312. 
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Resultante, factorero de la, 310-312. 

— identidad con el determinante de 
Sylvester, 317-320. 

Rolle, teorema de, 125-128. 
— aplicaciones del, 129-132. 

Routh, 338. 

Ruffini, 95. 
— regla de, 47-49. 
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Schur, I., método de, 338-343. 
Sentido de un triángulo, 37. 
Separación de raíces, 112-154. 
— método completo para la, 145-154. 
— método de Vincent para la, 145- 
146, 331-337. 
— teorema de Sturm para la, 155-168. 
Sigmas dobles, 297. 


Símbolos: 
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Eri 2q" 285. 
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Sturm, C. (1803-1855), polinomios de» 
155-160. 
— teorema de, 155, 160-166. 
Sylvester, determinante de, 312-316. 
— método de eliminación de, 313- 
320. 
— relación con el discriminante, 320- 
322. 
— relación con la resultante, 317-320. 
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Tartaglia, 94. 
Taylor, fórmula de, 51-52, 64-65, 95, 124, 
323. 
Tetraedro, uso de determinantes para 
el cálculo del volumen del, 277- 
278. 
— en función de sus aristas, 284. 
Trasposiciones, 218. 
Triángulo, uso de los determinantes para. 
el cálculo del área del, 276. 
— sentido de un, 37. 
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Unidad, 6. 
— raíces de la, 30-33, 97. 
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Vandermonde, determinante de, 239-322. 
Vectores, igualdad de, 35. 

— ortogonales, 345. 

— proyecciones de, 20-21. 
Vincent, teorema de, 145-146, 331-337. 


wW 


Waring, 353. 
Weierstrass, 325. 


